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Prefat,�a

Intuitiv automatele cu memorie stiv�a (AS) reprezint�a automate
�nite (de obicei cu ε-tranzit

,
ii) extinse cu memorie de tip stiv�a.

AS constituie un compartiment important al teoriei limbajelor
formale s

,
i automatelor �ind echivalente cu gramaticile indepen-

dente de context, care reprezint�a modelul sintactic al limbajelor
de programare.

Stiva este o structur�a de date frecvent utilizat�a ��n informatic�a.
S�a ment

,
ion�am doar c�ateva domenii mai importante: funct

,
ii re-

cursive, algoritmi de sortare, parcurgere s
,
i c�autare, compilatoare,

editoare de text, motoare de c�autare, urm�arirea s
,
i restabilirea ver-

siunilor produselor program etc.

Stiva st�a la baza realiz�arii structurilor ierarhice ale limbajelor
de programare, de exemplu, structuri de genul:

“begin“ . . . “begin“ . . . “end“ . . . “end“

“if“ . . . “then“ . . . “if“ . . . “then“ . . . “else“ . . . “else“

“(“ . . . “(“ . . . “)“ . . . “)“ etc.

Un rol cu totul deosebit se atribuie AS deterministe s
,
i limbaje-

lor deterministe, care constituie nucleul analizoarelor sintactice ale
limbajelor de programare, faz�a obligatorie a oric�arui compilator.

�In lucrarea [18] D.Knuth introduce gramaticile LR(k) s
,
i de-

monstreaz�a echivalent
,
a acestor gramatici s

,
i a AS deterministe.

Aceast�a clas�a de gramatici s
,
i limbaje a contribuit esent

,
ial la auto-

matizarea construirii compilatoarelor.

Aceast�a carte apare ca rezultat al cursurilor �Limbaje formale
s
,
i automate� s

,
i �Proiectarea compilatoarelor� predate pe parcursul

mai multor ani la Universitatea de Stat din Moldova, Universita-
tea Tehnic�a a Moldovei, Universitatea de Stat �Dimitrie Cante-
mir�. Av�and programe de studii diferite, dar s

,
i torente de student

,
i

cu preg�atire diferit�a, de �ecare dat�a ap�area necesitatea adapt�arii
cursului. Acest fapt a in�uent

,
at s

,
i expunerea materialului. Vom
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��nt�alni explicat
,
ii s

,
i exemple la un nivel intuitiv, simplu, dar s

,
i

de�nit
,
ii formale, algoritmi, demonstr�ari de teoreme. Aceasta su-

gereaz�a s
,
i un anumit algoritm de studiere a materialului. La prima

lectur�a va � su�cient s�a se studieze doar partea intuitiv�a ce include
de�nit

,
ii, algoritmi s

,
i exemple, las�and pentru un studiu mai apro-

fundat partea formal�a, inclusiv demonstr�arile.

Sunt incluse, practic, toate aspectele AS: funct
,
ionarea AS,

variante de AS, echivalent
,
a AS s

,
i a gramaticilor independente de

context, AS deterministe. De asemenea sunt incluse probleme s
,
i

exercit
,
ii. Deoarece toate problemele s

,
i exercit

,
iile sunt ��nsot

,
ite de

solut
,
ii s

,
i explicat

,
ii, ele ar putea � privite ca parte component�a a

materialului expus. Din aceste considerente este recomandabil s�a
li se acorde atent

,
ie sporit�a.

Pentru orele practice (de laborator) sunt incluse dou�a lucr�ari,
�ecare cont

,
in�and 25 de probleme, aceasta �ind comod dac�a se

lucreaz�a cu grupe de student
,
i. Pentru �ecare tip de probleme

practice g�asim exemple similare��n compartimentele respective, dar
s
,
i indicat

,
ii.

Vine s�a consolideze materialul expus s
,
i capitolul consacrat pro-

gram�arii automatelor cu memorie stiv�a. Programarea algoritmilor
se face ��n limbajul Common Lisp, limbaj al program�arii funct

,
ionale

s
,
i al calculului simbolic. Aceasta faciliteaz�a ��nt

,
elegerea progra-

melor, dar poate � s
,
i un bun exercit

,
iu pentru cei care vor s�a se

familiarizeze cu paradigma program�arii funct
,
ionale s

,
i cu limbajul

Common Lisp.

1. Modelul stivei

S�a preciz�am mai ��nt�ai modelul s
,
i modul de funct

,
ionare a stivei

acceptate la de�nirea AS. �In general stiva reprezint�a un mod
de organizare a informat

,
iei dup�a principiul �ultimul-sosit-primul-
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plecat� (��n englez�a LIFO, Last-In-First-Out). �In continuare vom
reprezenta stiva ca o band�a de memorie in�nit�a intr-o direct

,
ie s

,
i

��mp�art
,
it�a ��n celule (c�asut

,
e), ��n �ecare celul�a �ind posibil�a ��nregi-

strarea unui singur simbol din Γ ∪ {ε}, unde Γ este vocabularl
stivei, Γ 6= ∅, ε /∈ Γ. Prin ε vom nota simbolul (s

,
irul) vid. Acces

avem doar la prima pozit
,
ie care se numes

,
te topul stivei.

X

a

B

Z

$

ε

ε

...

=⇒

a

B

Z

$

ε

ε

...

(a) pop

X

a

B

Z

$

ε

ε

...

=⇒

b

Y

a

B

Z

$

ε

ε

...

(b) push(bY )

X

a

B

Z

$

ε

ε

...

=⇒

a

B

Z

$

ε

ε

...

(c) push(ε)

X

a

B

Z

$

ε

ε

...

=⇒

b

Y

X

a

B

Z

$

ε

ε

...

(d) push(bYX)

Figura 1: Funct
,
ionarea stivei

Anume elementul din topul stivei este elementul curent vizi-
bil care poate � extras din stiv�a. Exist�a mai multe moduri de
interpretare a funct

,
ion�arii stivei.

Se de�nesc dou�a tipuri de operat
,
ii asupra stivei: pop s

,
i push.

� pop - extrage elementul din top, toate celelalte elemente �ind
deplasate cu o pozit

,
ie mai aproape de top.

� push(γ), γ ∈ Γ∗, γ = Z1Z2 . . . Zn - s
,
terge elementul din

top, deplaseaz�a toat�a informat
,
ia din stiv�a cu n pozit

,
ii mai
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jos (mai la dreapta) de top s
,
i ��nregistreaz�a Z1Z2 . . . Zn pe

pozit
,
iile eliberate.

Observ�am c�a operat
,
ia push ��ntotdeauna s

,
terge elementul din top.

Dac�a acest element, �e X, este necesar ��n continuare atunci el
trebuie concatenat la γ, adic�a trebuie de efectuat push(γX). Este
comod s�a consider�am c�a Γ cont

,
ine un element evident

,
iat, �e $,

care tot timpul va � ultimul element al stivei s
,
i toate elementele ce

urmeaz�a dup�a $ sunt ε. Aceasta ne permite s�a urm�arim evolut
,
ia

stivei. �In mod special ne va interesa situat
,
ia c�and stiva devine

vid�a.
�In Figura 1 aducem c�ateva exemple. Vom desena stiva pe vertical�a.
O situat

,
ie interesant�a apare la efectuarea operat

,
iei push(ε). �In

acest caz elementul din top se s
,
terge, iar ��n locul lui se ��nscrie

ε. As
,
a cum ε reprezint�a simbolul vid, tot cont

,
inutul stivei se

va deplasa cu o pozit
,
ie ��n sus. Astfel, pop = push(ε) de unde

rezult�a c�a toate operat
,
iile cu stiva pot � efectuate doar cu ajutorul

instruct
,
iunilor push.

a a a a b b b b ε ...

qi

Cap de citire

Bloc de

control

Banda de intrare

A

a

Z

$

ε

...

Cap de
citire/

��nregistrare

Stiva

Figura 2: Schema automatului cu memorie stiv�a.
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Pentru a de�ni un AS vom extinde automatul �nit (AF ) cu
o stiv�a, un cap de citire/��nregistrare, conectat la topul stivei s

,
i

la blocul de control s
,
i un vocabular pentru stiv�a. Desigur, se

va modi�ca s
,
i funct

,
ia de tranzit

,
ie. Dac�a ��n cazul AF funct

,
ia de

tranzit
,
ie era de�nit�a ca o aplicat

,
ie δ : Q× (Σ∪ {ε})→ 2Q, atunci

funct
,
ia de tranzit

,
ie a AS va � mai complicat�a. Orice tranzit

,
ie

a AS, de r�and cu act
,
iunile proprii AF , trebuie s�a t

,
in�a cont de

elementul din topul stivei s
,
i s�a de�neasc�a o act

,
iune push potrivit�a

situat
,
iei. Schema AS este reprezentat�a ��n Figura 2.

2. Funct, ionarea automatului stiv�a

AS ��ncepe funct
,
ionarea av�and pe band�a s

,
irul care trebuie recu-

noscut, blocul de control �ind ��n starea q0, iar ��n topul stivei �ind
plasat $. �In continuare, ��n dependent

,
�a de elementul curent de pe

band�a, de starea curent�a s
,
i de elementul din topul stivei sunt po-

sibile urm�atoarele act
,
iuni (sunt de�nite de funct

,
ia de tranzit

,
ie):

� Acceptare:
� cites

,
te simbolul de pe band�a,

� se deplaseaz�a cu o pozit
,
ie la dreapta,

� ��s
,
i schimb�a starea sau r�am�ane ��n aceeas

,
i stare,

� ��nregistreaz�a un s
,
ir nou ��n stiv�a sau s

,
terge elementul

din top, dac�a acest s
,
ir este ε,

� dac�a se citesc toate simbolurile de pe band�a s
,
i automa-

tul trece ��n una din st�arile �nale, atunci se semnaleaz�a
acceptarea sau recunoas

,
terea s

,
irului de pe band�a.

� Impas (Respingere): se blocheaz�a semnal�and imposibilitatea
recunoas

,
terii s

,
irului de pe band�a.

Ment
,
ion�am c�a, ca s

,
i ��n cazul AF , AS poate deplasa capul de citire

pentru banda de intrare doar la dreapta, f�ar�a reveniri. Astfel, doar
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act
,
iunile cu stiva pot extinde puterea de recunoas

,
tere a AS.

Exemplul 2.1 S�a explic�am intuitiv act
,
iunile AS expuse mai

sus pentru limbajul Lij = {aibj|i ≥ j ≥ 1} care nu este un limbaj
regulat.

• init
,
ial pe band�a se ��nregistreaz�a s

,
irul aibj, ��n topul stivei se

plaseaz�a $, iar blocul de control se pozit
,
ioneaz�a ��n starea q0.

• c�at timp de pe band�a se cites
,
te simbolul a, automatul va plasa

��n stiv�a A r�am�an�and ��n starea q0; se va t
,
ine cont de faptul c�a

orice ��nregistrsre ��n stiv�a se produce peste elementul din top.

• c�and se ��nt�alnes
,
te pe band�a primul b (un b trebuie s�a �e obliga-

toriu, deoarece j ≥ 1), ��n topul stivei va � A. �In acest�a situat
,
ie

AS cites
,
te b, s

,
terge A din topul stivei s

,
i trece ��n starea q1.

• c�at timp ��n starea q1 avem b pe band�a s
,
i A ��n top, AS r�am�ane

��n starea q1 s
,
i avanseaz�a citind b s

,
i s

,
terg�and A.

• dac�a ��n starea q1 de pe band�a s-au citit toate simbolurile b
(banda a devenit vid�a) iar ��n top avem A sau $, atunci AS
accept�a s

,
irul init

,
ial iar starea q1 este stare �nal�a.

• toate celelalte situat
,
ii blocheaz�a funct

,
ionarea automatului sem-

nal�and imposibilitatea recunoas
,
terii s

,
irului.
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3. De�nit, ii formale

De�nit
,
ia 3.1

Vom numi AS obiectul AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $, F ), unde
• Q - mult

,
ime �nit�a de st�ari,

• Σ - vocabularul de intrare,

• Γ - vocabularul stivei, ε /∈ Γ,

• δ - funct
,
ia de tranzit

,
ie, δ : Q×Γ× (Σ∪{ε}) −→ 2Q×Γ∗

,

• q0 - starea init
,
ial�a,

• $ - simbolul evident
,
iat al stivei, $ ∈ Γ,

• F - mult
,
imea st�arilor �nale, F ∈ Q.

S�a aducem c�ateva explicat
,
ii referitor la funct

,
ia de tranzit

,
ie.

Ment
,
ion�am c�a funct

,
ia δ este o funct

,
ie part

,
ial de�nit�a. Din de�nit

,
ie

urmeaz�a c�a toate tranzit
,
iile au forma

δ(q, Z, a) = {(q1, γ1), (q2, γ2), . . . , (qn, γn)},

unde a ∈ (Σ∪{ε}). Dac�a a = ε, avem ε-tranzit
,
ie s

,
i automatul va

funct
,
iona ignor�and banda de intrare. �In general, AS funct

,
ioneaz�a

��n mod nedeterminist. La orice pas se alege o singur�a variant�a
(qi, γi), 1 ≤ i ≤ n, pentru care se va efectua tranzit

,
ia. As

,
a cum al

doilea argument al funct
,
iei este Z ∈ Γ s

,
i z 6= ε, automatul nu poate

funct
,
iona cu stiva vid�a. Imediat ce stiva drvine vid�a, automatul se

va opri. Se poate permite s
,
i funct

,
ionarea AS cu stiva vid�a, adic�a

δ : Q× (Γ∪{ε})× (Σ∪{ε}) −→ 2Q×Γ∗
. Aceasta ��ns�a nu modi�c�a

puterea de recunoas
,
tere a automatului (paragraful 5).

�Inc�a o observat
,
ie. Vom folosi notat

,
ia δ(q, Z, a), nu δ(q, a, Z), o

form�a frecvent utilizat�a ��n alte manuale. Argumentarea ar � ur-
m�atoarea:
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a) principala aplicat
,
ie a AS o constituie analizoarele sintactice,

dar at�at analizoarele descendente, c�at s
,
i cele ascendente fo-

losesc de obicei AS f�ar�a st�ari, stiva �ind principalul element
��n gestionarea analizoarelor; cu alte cuvinte, majoritatea
analizoarelor sintactice folosesc δ(Z, a)

b) automatele generate din gramatici, conform algoritmului de
convertire (paragraful 6) au o singur�a stare care ar putea �
omis�a.

Exemplul 3.1 Inser�am mai jos de�nit
,
ia formal�a a automatului

care recunoas
,
te limbajul Lij = {aibj | i ≥ j ≥ 1} (Figura 3),

explicat intuitiv ��n exemplul 2.1.

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $, F ), Q = {q0, q1},
Σ = {a, b}, Γ = {$, A}, F = {q1},

δ(q0, $, a) = {(q0, A$)}, δ(q0, A, a) = {(q0, AA)},
δ(q0, A, b) = {(q1, ε)}, δ(q1, A, b) = {(q1, ε)}

Figura 3: AS pentru limbajul Lij = {aibj | i ≥ j ≥ 1}

AS poate � reprezentat gra�c, dar, spre deosebire de repre-
zentarea gra�c�a a automatului �nit, diagrama AS nu ne spune
nimic despre structura limbajului acceptat. Prezent�am ��n Figura
4 diagrama AS pentru limbajul Lij = {aibj | i ≥ j ≥ 1}

De�nit
,
ia 3.2

Se numes
,
te con�gurat

,
ie a AS obiectul (q, γ, x), unde q este

starea curent�a, γ - cont
,
inutul stivei, x - partea neanalizat�a

a s
,
irului de pe band�a. Con�gurat

,
ia (q0, $, x), unde x este
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q0 q1
A, b→ ε

A, a→ A A
$, a→ A $

A, b→ ε

Figura 4: Reprezentarea gra�c�a a AS

s
,
irul init

,
ial, se numes

,
te con�gurat

,
ie init

,
ial�a, iar con�gurat

,
ia

(q, γ, ε), unde q ∈ F - con�gurat
,
ie de acceptare.

De exemplu, (q0, $, aaaabb), (q0, A$, aaabb), (q1, AAAA$, bb),
(q1, $, ε) (Figura 5).

De�nit
,
ia 3.3

AS trece direct din con�gurat
,
ia (q1, γ1, x1)��n con�gurat

,
ia

(q2, γ2, x2), dac�a:
• γ1 = Z1γ11, γ1 6= ε,

• x1 = ax2, a ∈ Σ sau a = ε,

• δ(q1, Z1, a) 3 (q2, γ22),

• γ2 = γ22γ11.

Vom nota aceast�a act
,
iune prin (q1, γ1, x1) AS (q2, γ2, x2). Semnul

AS se cites
,
te �trece direct� sau �trece la un pas�. Dac�a nu apar

ambiguit�at
,
i ��n privint

,
a automatului, putem utiliza simplu . Ex-

punerea explicit�a a act
,
iunii din de�nit

,
ie,

(q1, γ1, x1) = (q1, Z1γ11, ax2) (q2, γ22γ11, x2) = (q2, γ2, x2),
ne ajut�a s�a o ��nt

,
elegem mai bine. Dac�a a = ε atunci x1 = x2 s

,
i

obt
,
inem:
(q1, γ1, x1) = (q1, Z1γ11, x1) (q2, γ22γ11, x1) = (q2, γ2, x1).
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a a a a b b ε ...

q0 $

ε

...

(a) Con�gurat
,
ia

(q0, $, aaaabb).
Con�gurat

,
ia init

,
ial�a.

a a a a b b ε ...

q0 A

$

ε

...

(b) Con�gurat
,
ia

(q0, A$, aaabb).

a a a a b b ε ...

q0 A

A

A

$

ε

...

(c) Con�gurat
,
ia

(q1, AAAA$, bb).

a a a a b b ε ...

q0A

A

$

ε

...

(d) Con�gurat
,
ia

(q1, AA$, ε).
Con�gurat

,
ie de aceptare.

Figura 5: Funct
,
ionarea automatului cu memorie stiv�a
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�In acest caz automatul efectueaz�a o ε-tranzit
,
ie modi�c�and stiva s

,
i

ignor�and banda de intrare.

De�nit
,
ia 3.4

AS trece la n pas
,
i (n≥1) din con�gurat

,
ia (q1, γ1, x1) ��n con�-

gurat
,
ia (qn+1, γn+1, xn+1), dac�a exist�a (q2, γ2, x2), (q3, γ3, x3),

..., (qn, γn, xn) s
,
i

• (q1, γ1, x1) (q2, γ2, x2),

• (q2, γ2, x2) (q3, γ3, x3),
. . .

• (qn, γn, xn) (qn+1, γn+1, xn+1).

Vom nota aceasta prin (q1, γ1, x1) n (qn+1, γn+1, xn+1). Ob-
serv�am c�a (qi, γi, xi)

1 (qj, γj, xj) reprezint�a trecerea direct�a a auto-
matului din con�gurat

,
ie ��n con�gurat

,
ie (De�nit

,
ia 3.3), astfel ��n

asemenea situat
,
ii vom scrie (qi, γi, xi) (qj, γj, xj).

Pentru simpli�care vom nota (qi, γi, xi) prin ci. Uneori o s�a �e
comod s�a scriem

(q1, γ1, x1) (q2, γ2, x2) . . . (qn, γn, xn) (qn+1, γn+1, xn+1)
sau c1 c2 . . . cn cn+1.

Cum am putea explica (qi, γi, xi)
0 (qj, γj, xj) ? Este �resc

s�a se considere qi= qj, γi=γj, xi=xj. �In as
,
a mod, pentru � 0 �

automatul se a��a ��n stare de repaus, nu efectueaz�a nici o act
,
iune.

Extindem ��n continuare act
,
iunea � � ��n modul urm�ator:

De�nit
,
ia 3.5

AS trece din con�gurat
,
ia (qi, γi, xi)��n con�gurat

,
ia (qj, γj, xj),

vom nota (qi, γi, xi)
∗ (qj, γj, xj), dac�a exist�a n≥0 pentru care

(qi, γi, xi)
n (qj, γj, xj).
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,
ii formale

�In multe situat
,
ii va � comod s�a utiliz�am notat

,
iile

(qi, γi, xi)
≥n (qj, γj, xj), (qi, γi, xi)

≤n (qj, γj, xj)
semni�cat

,
ia c�arora este evident�a.

Exemplul 3.2

Ne vom referi ��n continuare la Exemplul 3.1 s
,
i Figura 5. Fie

x=aaaabb s
,
irul init

,
ial. Con�gurat

,
ia init

,
ial�a va � (q0, $, aaaabb)

(Figura 5a). As
,
a cum δ(q0, $, a)3(q0, A$), avem trecerea direct�a

(q0, $, aaaabb) (q0, A$, aaabb) (Figura 5b). �In aceast�a situat
,
ie AS

vede simbolul a pe band�a s
,
i A��n topul stivei. Deoarece δ(q0, A, a)3

(q0, AA), se efectueaz�a tranzit
,
ia (q0, A$, aaabb) (q0, AA$, aabb).

Procesul poate � continuat. Dup�a 4 pas
,
i obt

,
inem:

(q0, $, aaaabb) (q0, A$, aaabb) (q0, AA$, aabb) (q0, AAA$, abb)
(q0, AAAA$, bb) (Figura 5c). �In acest noment automatul vede

b pe band�a s
,
i A ��n topul stivei. Consult�and funct

,
ia δ, observ�am

c�a δ(q0, A, b)3(q1, ε), astfel (q0, AAAA$, bb) (q1, AAA$, b). Efec-
tu�and ��nc�a un pas, obt

,
inem: (q1, AAA$, b) (q1, AA$, ε) (Figura

5d). As
,
a cum ��n acest moment s-a citit toat�a banda, iar AS se

a��a ��n starea q1 care este stare �nal�a, s, irul de pe band�a este accep-
tat (recunoscut). Combin�and toate trazit

,
iile efectuate, obt

,
inem:

(q0, $, aaaabb) (q0, A$, aaabb) (q0, AA$, aabb) (q0, AAA$, abb)
(q0, AAAA$, bb) (q1, AAA$, b) (q1, AA$, ε). Putem scrie,

deci, (q0, $, aaaabb)
6 (q1, AA$, ε). Dac�a num�arul de tranzit

,
ii este

irelevant, atunci se poate scrie (q0, $, aaaabb)
∗ (q1, AA$, ε).

Dup�a cum s-a ment
,
ionat mai devreme, automatele stiv�a repre-

zint�a modele de recunoas
,
tere a limbajelor formale. Urm�atoarea

de�nit
,
ie vine s�a con�rme acest lucru.

De�nit
,
ia 3.6

Se numes
,
te limbaj recunoscut (acceptat) de c�atre AS = (Q,Σ,
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Γ, δ, q0, $, F ), mult
,
imea

L(AS) = {x|x ∈ Σ∗, (q0, $, x) ∗ (qf , γ, ε), qf ∈ F}

4. Automate cu acceptare prin stiv�a vi-

d�a

Exist�a mai multe variante de automate cu memorie stiv�a. Am
de�nit mai sus AS care accept�a prin st�ari �nale. Alt�a variant�a
reprezint�a AS care accept�a prin stiv�a vid�a. Am convenit mai
sus c�a AS nu poate funct

,
iona cu stiva vid�a, dar uneori, ��n mod

intent
,
ionat, putem goli stiva, iar dac�a in acest moment este vid�a s

,
i

banda, putem considera c�a automatul accept�a s
,
irul de pe band�a.

�In asemenea situat
,
ii automatul nu mai are nevoie de st�ari �nale s

,
i

vom considera F = ∅. Astfel, putem aduce urm�atoarea de�nit
,
ie:

De�nit
,
ia 4.1

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $) accept�a prin stiv�a vid�a limbajul
L(AS) = {x|x ∈ Σ∗, (q0, $, x) ∗ (q, ε, ε), q ∈ Q}

Exemplul 4.1

Fie x un s
,
ir arbitrar peste VT ={1, 0}, x ∈ V ∗T . S�a not�am prin

n0(x) num�arul de zerouri, iar prin n1(x) - num�arul de unit�at
,
i din

x. S�a examin�am ��n contunuare limbajul L01,
L01= {x|x ∈ {0, 1}∗, n0(x)=n1(x)}.

S�a observ�am din start c�a ε ∈ L01, deoarece n0(ε) = n1(ε)} = 0.
Dac�a x1, x2 ∈ L01, atunci s

,
i 0x11, 1x10, 0x21, 1x20, x1x2, x2x1 ∈

L01.
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AS01 =(Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1}, Σ = {0, 1},
Γ = {0, 1, $}, VT = {a, b}, δ = {
δ(q0, $, ε) = {(q1, $)}, δ(q1, $, 0)={(q1, 0$)}, δ(q1, $, 1)={(q1, 1$)},
δ(q1, 1, 1)={(q1, 11)}, δ(q1, 0, 0)={(q1, 00)}, δ(q1, 0, 1)={(q1, ε)},
δ(q1, 1, 0)={(q1, ε)}, δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}

Figura 6: AS pentru limbajul L01.

(q0, $, 101010)`(q1, $, 101010) `̀
(q1, ε, 101010) - i

(q1, 1$, 01010) `(q1, $, 1010) 0`

(q1, $, 1010) ``
(q1, ε, 1010) - i

(q1, 1$, 010)`(q1, $, 10) `̀
(q1, ε, 10) - i

(q1,1$, 0) ∗ (q1, ε, ε) - a

Figura 7: AS01. Recunoas,terea s
,
irului 101010.

S�a construim AS care accept�a acest limbaj prin stiv�a vid�a.
Ideea automatului este simpl�a: dac�a simbolul curent de pe band�a
este 0 (sau 1) s

,
i simbolul din topul stivei este 0 (sau 1), atunci

simbolul de pe band�a se cites
,
te, iar ��n stiv�a se ��nregistreaz�a 00

(sau 11). Dac�a, ��ns�a, pe band�a avem 0 (sau 1), iar ��n topul stivei 1
(sau 0), atunci se cites

,
te simbolul de pe band�a s

,
i se s

,
terge simbolul

din topul stivei. Dac�a s
,
irul init

,
ial cont

,
ine un num�ar egal de 0 s

,
i

1, atunci acest s
,
ir se va citi, iar ��n topul stivei va r�am�ane $. �In

aceast�a situat
,
ie putem s

,
terge $ din top s

,
i accepta s

,
irul. �In caz

contrar automatul se va bloca s
,
i va respinge s

,
irul.

Prezent�am ��n Figura 6 acest automat. Vom nota prin �i� -
situat

,
iile de impas, iar prin �a� - acceptarea. Explicat

,
iile de mai
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sus ne permit s�a a�rm�am c�a L01 = L(AS01).
Tranzit

,
ia δ(q1, $, ε) = {(q1, ε)} s,terge $ din topul stivei, stiva

devenind astfel vid�a. Aceast�a ε-tranzit
,
ie condit

,
ioneaz�a compor-

tamentul nedeterminist al automatului s
,
i va � ultima act

,
iune la

recunoas
,
terea s

,
irurilor corecte, inclusiv ε. Secvent

,
a de acceptare

pentru s
,
irul x = ε va �: (q0, $, ε) (q1, $, ε) (q1, ε, ε).

�In Figura 7 prezent�am tranzit
,
iile automatului AS01 la recu-

noas
,
terea s

,
irului 101010. Con�gurat

,
iile de impas (q1, ε, 101010),

(q1, ε, 1010), (q1, ε, 10) se datoreaz�a faptului c�a s
,
irul 101100 con-

t
,
ine pre�xele ε, 10, 1010 care de asemenea apart

,
in limbajului L01.

Exemplul 4.2

Palindromul este un s
,
ir (cuv�ant, fraz�a), care se cites

,
te la fel

de la st�anga la dreapta s
,
i de la dreapta la st�anga. De exem-

plu: ABBA, abbabbabba, cojoc, elefaccafele (ele fac cafele). S�a
examin�am ��n continuare palindroamele de lungime par�a peste vo-
cabularul {a, b}. Vom construi un AS care recunoas

,
te aceste

palindroame prin stiv�a vid�a. O proprietate interesant�a a palin-
dromului este operat

,
ia de reversare sau oglindire. De exemplu,

s
,
irul x = abbabbabba poate � reprezentat ca concatenarea a dou�a
s
,
iruri: x1 = abbab s

,
i x2 = babba, x = x1x2. S

,
irul x2 ese rever-

sul sau imaginea oglindit�a a s
,
irului x1. Vom nota aceasta prin

x2 = xR1 . Putem considera c�a intre simbolurile centrale bb se pla-
seaz�a oglinda, adic�a abbab|babba. Aceast�a oglind�a ne poate ajuta
la recunoas

,
terea palindroamelor. AS ��nregistreaz�a x1 ��n stv�a (par-

tea s
,
irului p�an�a la oglind�a), apoi veri�c�a stiva cu s

,
irul r�amas pe

band�a. Dac�a aceste s
,
iruri coincid, AS accept�a s

,
irul, ��n caz contrar

��l respinge. Problema di�cil�a care apare const�a ��n determinarea
pozit

,
iei oglinzii. De exemplu, s

,
irul abba este palindrom s

,
i pre�x

al s
,
irului x. As

,
a cum automatul nu cunoas

,
te lungimea s

,
irului x,

va trebui s�a presupun�a c�a pozit
,
ia oglinzii poate � ��ntre aces

,
ti bb,

adic�a ab|ba. Faptul c�a aceast�a oglind�a este fals�a va � depistat
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dup�a citirea s
,
irului abba, automatul mai av�and simboluri necitite

pe band�a. Astfel, automatul trebuie s�a veri�ce ��n mod nedeter-
minist toate oglinzile posibile, accept�and oglinda real�a, dac�a ea
exist�a, s

,
i resping�and oglinzile false. Pozit

,
ia de oglind�a poate �

��ntre orice dou�a simboluri vecune aa sau bb. Pentru s
,
irul x sunt po-

sibile urm�atoarele oglinzi: ab|bab|bab|ba, dou�a �ind false. Urm�and
aceste explicat

,
ii prezent�am mai jos (Figura 8) AS care accept�a

prin stiv�a vid�a limbajul palindroamlor peste {a, b}; ��l vom nota
prin LR, LR = {xxR|x ∈ {a, b}∗, x 6= ε}. Observ�am c�a tranzit

,
iile

ASR = (Q,Σ,Γ,δ,q0, $), Q= {q0, q1}, Σ = {a, b}, Γ = {$, a, b},
δ(q0, $, a) = {(q0, a$)}, δ(q0, $, b) = {(q0, b$)},
δ(q0, a, b) = {(q0, ba}, δ(q0, a, a) = {(q0, aa), (q1, ε)},
δ(q0, b, a) = {(q0, ab)}, δ(q0, b, b) = {(q0, bb), (q1, ε)},
δ(q1, a, a) = {(q1, ε)}, δ(q1, b, b) = {(q1, ε)},
δ(q1, $, ε) = {(q1, ε)}

Figura 8: AS pentru limbajul LR.

δ(q0, a, a) s
,
i δ(q0, b, b) produc ��n mod nedeterminist dou�a variante

posibile de funct
,
ionare a automatului. O variant�a genereaz�a o

oglind�a nou�a s
,
i trece ��n regimul de s

,
tergere (starea q1), alt�a va-

riant�a continu�a s�a ��nregistreze ��n stiv�a, t
,
in�and cont de faptul c�a

oglinda generat�a poate � fals�a. S�a urm�arim act
,
iunile automatului

la recunoas
,
terea s

,
irului abbbba, Figura 9.

De�nit
,
ia 4.2

AS1 este ecivalent cu AS2, dac�a L(AS1) = L(AS2).

Vom ar�ata ��n continuare c�a pentru orice AS care accept�a prin
st�ari �nale (ASF ) se poate construi un AS echivalent care ac-
cept�a prin stiv�a vid�a (ASV ), L(ASF ) = L(ASV ). Ideea convertirii
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(q0, $, abbbba) ` (q0, a$, bbbba) ` (q0, ba$, bbba) ``

(q1, a$, bba) - i

(q0, bba$, bba)
0`

(q0, bba$, bba)

`

`

(q1, ba$, ba)`(q1, a$, a)`(q1, $, ε)`(q1, ε, ε) - a

(q0, bbba$, ba) `̀
(q1, bba$, a) - i

(q0, bbbba$, a)`(q0, abbbba$, ε) - i

Figura 9: ASR. Recunoas,terea s
,
irului abbbba.

ASF ��n ASV este simpl�a. ASV va modela pas cu pas funct
,
ionarea

ASF , iar ��n momentul c�and ASF ajunje ��ntr-o stare �nal�a, ASV
trece ��ntr-o stare nou�a s

,
i s

,
terge toate simbolurile r�amase ��n stiv�a.

Dac�a la momentul c�and stiva devine vid�a este vid�a s
,
i banda de

intrare, consider�am c�a ASV a ajuns ��ntr-o con�gurat
,
ie de accep-

tare. Trebuie s�a se t
,
in�a cont de faptul c�a ASF poate ajunje ��ntr-o

con�gurat
,
ie (q, ε, ε) cu q /∈ F , care pentru el este o con�gurat

,
ie

de impas. Pentru a evita acceptarea acestei con�gurat
,
ii de c�atre

ASV (el modeleaz�a ��ntocmai ASF ) se introduce un nou simbol
evident

,
iat pentru stiv�a, de exemplu e, e /∈ Γ, pe care ��l poate ac-

cesa din stiv�a doar ASV .

S�a expunem ��n continuare algoritmul de convertire ��n detalii.

Algoritmul 4.1 (Convertirea ASF ��n ASV .)

0. start

1. Este dat ASF = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $, F ).
\* Vom construi ASV = (Q′,Σ,Γ′, δ′, q0,e) *\

2. Q′ := Q ∪ {q′0, qε}, q′0, qε /∈ Q
3. Γ′ := Γ ∪ {e},e /∈ Γ

4. Construim δ′:

4.1. δ′ := δ
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4.2. δ′(q′0,e, ε) = {(q0, $e)}
4.3. Pentru toate st�arile �nale qf ∈ F s

,
i toate tranzit

,
iile

δ′(qi, Z, a) 3 (qf , γ) modi�c�am:
δ′(qi, Z, a) := δ′(qi, Z, a) ∪ {(qε, ε)}

4.4. Pentru tot
,
i Z ∈ Γ′: δ′(qε, Z, ε) = {(qε, ε)}

5. stop

Pasul 4.2 din start ��nscrie ��n stiv�a simbolul e, care va � tot timpul
ultimul element al stivei s

,
i va putea � s

,
ters doar ��n starea qε. Dac�a ASV

ajunje ��n con�gurat
,
ia (qi, Zγe, ax) s

,
i δ′(qi, Z, a) 3 (qf , γ1) (a poate �

s
,
i ε), atunci pas

,
ii 4.3 s

,
i 4.4 ne asigur�a tranzit

,
iile:

(qi, Zγe, ax) ASV
(qε, γ1γe, x) ASV

∗
(qε,e, x) ASV

(qε, ε, x),
unde qf ∈ Q.
Dac�a x = ε, ASV va ajunje ��n con�gurat

,
ia de acceptare (qε, ε, ε).

Demonstrarea echivalent
,
ei ASF s

,
i ASV , adic�a L(ASF ) = L(ASV ),

se bazeaz�a pe explicat
,
iile s

,
i observat

,
iile de mai sus.

Exemplul 4.3 S�a construim ASV pentru automatul din Exem-

plul 3.1. Pentru a evita ambiguit�at
,
ile la notare, vom redenumi q′0 prin

q00 s
,
i vom omite din descrierea ASV semnul � ′ �. De�nit

,
ia ASV este

prezentat�a ��n Figura 10.

ASV =(Q,Σ,Γ, δ, q00,e), Q={q00, q0, q1, qε},Σ={a, b},
Γ={e, $, A},
δ(q00,e, ε) = {(q0, $e)} δ(q0, $, a) = {(q0, A$)}
δ(q0, A, a) = {(q0, AA)} δ(q0, A, b) = {(q1, ε)}
δ(q1, A, b) = {(q1, ε)} δ(q0, A, b = {(qε, ε)}
δ(q1, A, b) = {(qε, ε)} δ(qε,e, ε) = {(qε, ε)}
δ(qε, A, ε) = {(qε, ε)} δ(qε, $, ε) = {(qε, ε)}

Figura 10: ASV pentru limbajul Lij = {aibj | i ≥ j ≥ 1}

�In Figura 11 prezent�am procesarea s
,
irului aaaabbb de c�atre ASV .
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(q00,e, aaaabbb)`(q0, $e, aaaabbb)
∗` (q0, AAAA$e, bbb)

0`

(q0, AAAA$e, bbb)` (q1, AAA$e, bb) `

(q1, AA$e, b) 0`

`

(qε, AA$e, bb)
∗`(qε, ε, bb) - i

(q1, AA$e, b) `

(q1, A$e, ε) ` (qε, $e, ε)
∗` (qε, ε, ε) - a

`

(qε, A$e, b) ∗`(qε, ε, b) - i

Figura 11: Funct
,
ionarea automatului ASV pentru limbajul
Lij = {aibj | i ≥ j ≥ 1}

Exist�a un algoritm analogic pentru convertirea ASV ��n ASF (Algo-
ritmul 13.1, Paragraful �Solut

,
ii, indicat

,
ii, r�aspunsuri�).

5. Alte variante de automate cu memo-

rie stiv�a

1. Modelele examinate mai sus nu admit tranzit
,
ii cu stiva vid�a. Se

pot de�ni s
,
i modele care admit as

,
a tranzit

,
ii. Pentru aceasta se extinde

funct
,
ia de tranzit

,
ie ��n modul urm�ator:

δ : Q× (Γ ∪ {ε})× (Σ ∪ {ε}) −→ 2Q×Γ∗

�In acest caz pot � de�nite tranzit
,
ii de tipul:

δ(q, ε, a) = {(q1, γ1), (q2, γ2), . . . , (qn, γn)} (1)

Pentru δ(q, ε, a)3(qi, γi), de exemplu, automatul cites
,
te a de pe band�a,

trece ��n starea qi s, i, ment
,
in�and simbolul din top, ��nregistreaz�a ��n stiv�a

γi, deplas�and toat�a stiva cu |γi| pozit, ii. Astfel, de�nit
,
ia 1 poate �
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,
i teorema GAS

interpretat�a ca δ(q, Z, a) = {(q1, γ1Z), (q2, γ2Z), . . . , (qn, γnZ)}, pentru
tot

,
i Z ∈ Γ.

2. Dac�a admitem tranzit
,
ii cu stiva vid�a, pot � de�nite trei operat

,
ii

atomare (elementare):

avans - δ(qi, ε, a) = (qj , ε). AS cites
,
e simbolul curent de pe

band�a ignor�and stiva;
pop - δ(qi, Z, ε) = (qj , ε). AS s

,
terge simbolul din topul stivei

ignor�and banda;
push Z - δ(qi, ε, ε) = (qj , Z). AS ��nregistreaz�a Z ��n top, ment

,
i-

n�and cont
,
inutul stivei s

,
i ignor�and banda.

Tranzit
,
ia δ(qi, Z, a) = (qj , Z1Z2Z3Z4), de exemplu, poate � substituit�a

prin:

δ(qi, ε, a) = (p1, ε), avans,

δ(p1, ε, ε) = (p2, Z4), push Z4,

δ(p2, ε, ε) = (p3, Z3), push Z3,

δ(p3, ε, ε) = (p4, Z2), push Z2,

δ(p4, ε, ε) = (qj , Z1), push Z1,

iar δ(qi, Z, a) = (qj , ε) - prin:

δ(qi, ε, a) = (p5, ε), avans,

δ(p5, Z, ε) = (qj , ε), pop,

unde p1, p2, p3, p4, p5 sunt st�ari noi care nu apart
,
in mult

,
imii Q.

Se poate a�rma c�a pentru orice AS se poate construi un AS echivalent
care are doar operat

,
ii atomare.

Ment
,
ion�am c�a tranzit

,
iile prin stiv�a vid�a reprezint�a o surs�a supli-

mentar�a de nedeterminism. De exemplu, pentru tranzit
,
iile

δ(q1, ε, a) = (q2, γ2), δ(q1, Z1, a) = (q3, γ3), δ(q1, ε, ε) = (q4, γ4)
s
,
i con�gurat

,
ia (q1, Z1γ1, ax) avem trei rami�c�ari posibile:

(q1, Z1γ1, ax) ` (q2, γ2Z1γ1, x),

(q1, Z1γ1, ax) ` (q3, γ3γ1, x),

(q1, Z1γ1, ax) ` (q4, γ4Z1γ1, ax).

Astfel, la elaborarea aplicat
,
iilor bazate pe automate cu memorie stiv�a

este necesar de �ecare dat�a de precizat modelul AS utilizat.
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6. Echivalent,a AS s, i a GIC. Algoritmul

s, i teorema GAS

De�nit
,
ia 6.1

Automatul cu memorie stiv�a AS este echivalent cu gramatica in-
dependent�a de context G, dac�a L(AS) = L(G).

Vom ar�ata ��n continuare c�a pentru orice gramatic�a independent�a de
context (GIC) se poate construi un automat stiv�a echivalent s

,
i invers.

Vom ar�ata mai ��nt�ai cum se poate construi un AS echivalent cu
gramatica independent�a de context G = (VN , VT , P, S). Automatul
construit va modela deriv�arile st�angi ��n gramatic�a s

,
i va accepta prin

stiv�a vid�a. Orice derivare st�ang�a are forma A
∗

=⇒ xBγ
∗

=⇒ xy, unde
A,B ∈ VN , x, y ∈ V ∗T , γ ∈ (VN ∪ VT )∗.

T
,
in�and cont de faptul c�a A ��n �nal deriveaz�a xy, A

∗
=⇒ xy, s�a

presupunem c�a AS init
,
ial se a��a ��n con�gurat

,
ia (q, A, xy). Deoarece

A
∗

=⇒ xBγ, iar, conform lemei de rami�care, Bγ
∗

=⇒ y, putem consi-
dera c�a AS va efectua tranzit

,
iile (q, A, xy)

∗` (q, xBγ, xy). Observ�am
c�a pre�xul x din topul stivei coincide cu pre�xul s

,
irului xy de pe

band�a. Vom admite c�a acest pre�x poate � recunoscut de c�atre AS.
Obt

,
inem (q, A, xy)

∗` (q, xBγ, xy)
∗` (q,Bγ, y). �In concluzie, putem

a�rma: 1) dac�a simbolul terminal din topul stivei coincide cu simbolul
curent de pe band�a, AS efectueaz�a o operat

,
ie de avansare, citind ele-

mentul de pe band�a s
,
i s

,
terg�and elementul din topul stivei s

,
i 2) toate

substitut
,
iile deriv�arii pot � efectuate folosind doar stiva. Dac�a, de

exemplu, AS ajunje ��n con�gurat
,
ia (q,B, y) s

,
i gramatica G cont

,
ine

product
,
ia B → y, automatul va modela aceast�a situat

,
ie ��n modul

urm�ator: (q,B, y) ` (q, y, y)
∗` (q, ε, ε). �In baza acestor idei expunem

mai jos algoritmul de convertire a gramaticii G ��n AS echivalent.

Algoritmul 6.1 (Algoritmul GAS)

0. start
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1. Este dat�a gramatica independent�a de context G=(VN ,VT ,P,S).
\* Vom construi AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $) cu acceptare prin stiv�a
vid�a echivalent cu G *\

2. Q = {q},Σ = VT ,Γ = VN ∪ VT , q0 = q, $ = S.

3. Construim δ:

3.1. δ(q,A, ε) :={} pentru tot
,
i A ∈ VN .

3.2. δ(q, a, a) = {(q, ε)} pentru tot
,
i a ∈ Σ.

3.3. Pentru toate product
,
iile A→ α din P modi�c�am:

δ(q,A, ε) :=δ(q, A, ε) ∪ {(q, α)}.
4. stop

S�a observ�am c�a automatul construit are o singur�a stare. Tranzit
,
iile

de�nite la pasul 3.2 le vom numi �avans�ari�, iar cele de la pasul 3.3 -
�expand�ari�.

Exemplul 6.1 G = (VN , VT , P, S), VN = {S}, VT = {a, b}, P =

{0. S → aSb, 1. S → ε}.
Este us

,
or de observat c�a L(G) = Laibi = {aibi|i ≥ 0}. S�a construim

aplic�and algoritmul 6.1 automatul AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $):
Q = {q},Σ = {a, b},Γ = {S, a, b}, q0 = q, $ = S.
δ(q, a, a) = {(q, ε)}, δ(q, b, b) = {(q, ε)} - �avans�ari�.
δ(q, S, ε)= {(q, aSb), (q, ε)} - �expand�ari�.

�In Figura 12a vedem funct
,
ionarea AS construit, secvent

,
a de accep-

tare (Figura 12b) s
,
i derivarea s

,
irului aabb (Figura 12c).

Exemplul 6.2

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B}, VT = {a, b}, P = {
0. S → AB 1. S → ASB 2. A → a 3. A → aA 4. B → b
} Observ�am c�a L(G) = Lij = {aibj | i ≥ j≥1}. Construim automatul
AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $):
Q = {q},Σ = {a, b},Γ = {S,A,B, a, b}, q0 = q, $ = S.

avans�ari−

[
δ(q, a, a) = {(q, ε)},
δ(q, b, b) = {(q, ε)},
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(q, S, aabb) ``

(q, aSb, aabb) `(q, Sb, abb) ``

(q, aSbb, abb)

(q, b, abb) - impas

0`

(q, ε, aabb) - impas

(q, aSbb, abb) `(q, Sbb, bb) ``

(q, aSbbb, bb) - impas

(q, bb, bb) ∗`(q, ε, ε) - acceptare

(a) Recunoas
,
terea s

,
irului aabb.

(q, S, aabb) `(q, aSb, aabb) `(q, aSbb, abb) `(q, Sbb, bb) 0`
(q, Sbb, bb)`(q, bb, bb)

∗`(q, ε, ε) - acceptare

(b) Secvent
,
a de acceptare a s

,
irului aabb.

S =⇒ aSb =⇒ aaSbb =⇒ aabb

(c) Derivarea s
,
irului aabb.

Figura 12: Funct
,
ionarea AS echivalent cu gramatica G,

L(G) = Laibi = {aibi|i ≥ 0}
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expand�ari−

δ(q, S, ε)= {(q, AB), (q, ASB)},
δ(q, A, ε)= {(q, aA), (q, a)},
δ(q,B, ε)= {(q, b)}

Teorema 6.1 (Teorema GAS)

AS construit cu Algoritmul 6.1 este echivalent cu gramatica inde-
pendent�a de context G.

Demonstrare. Vom demonstra c�a L(AS)=L(G).

(i) L(G)⊆ L(AS).

Fie y un s
,
ir arbitrar din L(G), S

∗
=⇒y. Vom demonstra prin induct

,
ie

dup�a num�arul de substitut
,
ii k la derivarea st�ang�a a s

,
irului c�a (q, S, y)

∗`
(q, ε, ε). Pentru k= 1 �e S=⇒ y. �In acest caz exist�a product

,
ia S→ y

��n P , y ∈ V ∗T , y = a1a2 . . . an s
,
i (q, S, y) ` (q, a1a2 . . . an, a1a2 . . . an)

∗`
(q, ε, ε).

S�a presupunem c�a a�rmat
,
ia este adev�arat�a pentru k = 1, 2 . . .m,m ≥

1, s
,
i o vom demonstra pentru k = m + 1. Fie S

m+1
=⇒ y. S�a pu-

nem ��n evident
,
�a prima substitut

,
ie: S

1
=⇒ X1X2 . . . Xn

m
=⇒ y, unde

S → X1X2 . . . Xn este product
,
ie din P , iar Xj ∈ (VN ∪ VT ), j =

1, 2, . . . , n. Aplic�and lema rami�c�arii, obt
,
inem S

1
=⇒X1X2 . . . Xn

m
=⇒

y1y2 . . . yn = y, unde Xj
≤m
=⇒ yj . �In conformitate cu ipoteza induct

,
iei

avem (q,Xj , yj)
∗` (q, ε, ε), j = 1, 2, . . . , n. Aplic�and aceste tranzit

,
ii s

,
i

expandarea δ(q, S, ε) 3 (q,X1X2 . . . Xn), obt
,
inem:

(q, S, y) ` (q,X1X2 . . . Xn, y1y2 . . . yn)
∗` (q,X2X3 . . . Xn, y2y3 . . . yn)

∗`
(q,Xn, yn)

∗` (q, ε, ε).

(ii) L(AS) ⊆ L(G).

Vom demonstra mai ��nt�ai prin induct
,
ie dup�a num�arul de tranzit

,
ii

k c�a, dac�a (q, A, y) ∗ (q, ε, ε) pentru orice A ∈ VN , atunci A
∗

=⇒y. Fie
pentru k = 1 (q,A, y) 1 (q, ε, ε). Aceasta este posibil doar ��n cazul c�and
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x = ε s
,
i avem de�nit�a tranzit

,
ia δ(q, A, ε)3 (q, ε). Conform Algoritmu-

lui GAS as
,
a tranzit

,
ie se include pentru product

,
ia A→ ε. Respectiv,

A=⇒ y = ε. S�a presupunem c�a a�rmat
,
ia este adev�arat�a pentru k =

1, 2, . . . ,m,m ≥ 1. Adic�a, dac�a (q, A, y)
≤m

(q, ε, ε), atunci A
∗

=⇒ y.
S�a demonstr�am aceasta s

,
i pentru k = m+ 1. Fie (q, A, y) m+1 (q, ε, ε).

S�a punem ��n evident
,
�a prima tranzit

,
ie, δ(q, A, ε) 3 (q,X1X2 . . . Xn):

(q, A, y) 1 (q,X1X2 . . . Xn, y) m (q, ε, ε). Conform Algoritmului GAS,
gramatica cont

,
ine product

,
ia A → X1X2 . . . Xn, Xi ∈ VN ∪ VT , i =

1, 2, . . . , n. Pornind cu stiva X1X2 . . . Xn, as,a cum AS poate s
,
terge

doar c�ate un singur simbol din topul stivei, iar ��n �nal automatul
va s

,
terge toate elementele din stiv�a s

,
i va citi toat�a banda, vor exista

subs
,
irurile y1, y2, . . . , yn, y = y1y2 . . . yn, cu proprietatea: (q,X1 . . . Xn,

y1 . . . yn) ∗ (q,X2 . . . Xn, y2 . . . yn) ∗ . . . ∗ (q,Xn, yn) ∗ (q, ε, ε). �In caz
contrar automatul nu ar putea concomitent s�a s

,
tearg�a toat�a stiva s

,
i

s�a citeasc�a toat�a banda.

Putem a�rma c�a (q,Xi, yi)
≤m

(q, ε, ε). �Intr-adev�ar, dac�a Xi ∈
VT , atunci Xi = yi = a s

,
i (q, a, a) 1 (q, ε, ε) prin avansare. Dac�a

Xi ∈ VN , atunci (q,Xi, yi)
≤m

(q, ε, ε) s
,
i, conform ipotezei, Xi

∗
=⇒yi.

Aplic�and lema rami�c�arii putem construi derivarea:

A
1

=⇒X1X2 . . . Xn
∗

=⇒ y1y2 . . . yn = y. Pentru a ��ncheia demonstrarea,
vom considera A = S. �

�In Figura 13 aducem un exemplu care ilustreaz�a Teorema GAS.
Ment

,
ion�am c�a y3 = ε,X5 = y5 = a.

7. Echivalent,a AS s, i a GIC. Algoritmul

s, i teorema ASG

�In acest paragraf vom ar�ata c�a pentru orice AS se poate construi o
GIC echivalent�a. S�a formul�am mai ��nt�ai ideea algoritmului. Fie AS
un automat care accept�a prin stiv�a vid�a. S

,
irul y ∈ L(AS), dac�a exist�a

qi ∈ Q s
,
i (q0, $, y) ∗ (qi, ε, ε). Deoarece automatul nu are st�ari �nale,

starea qi poate � determinat�a doar la momentul accept�arii. As
,
a cum
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a b c d a a b c d a a b a ε

Z2

Z1 Z1 Z2

X1 X1 X1 X1 Z1 Z2

X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2 Z2

X3 X3 X3 X3 X3 X3 X3 Z1 Z1 Z1

X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4 X4

X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5 X5

ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

y1 y2 y4 y5

Figura 13: Ilustrare la Teorema GAS (y3 =ε,X5 =y5 =a)

gramatica construit�a trebuie s�a deriveze y, S
∗

=⇒y, ea trebuie s�a t
,
in�a

cont de st�arile q0, qi. Aceste st�ari pentru gramatic�a vor ap�area ca nis
,
te

contexte ale simbolurilor neterminale. Vom nota aceste situat
,
ii prin

[q0$qi]
∗

=⇒ y. Vom nota prin S axioma gramaticii s
,
i vom introduce

product
,
iile S → [q0$qi] pentru tot

,
i qi ∈ Q. Desigur, unele product

,
ii

ar putea � neproductive, dar acest fapt va putea � determinat doar
dup�a construirea gramaticii.

Pentru un simbol arbitrar A ∈ Γ, dac�a (qi, A, y) ∗ (qj , ε, ε), vom

considera c�a A
∗

=⇒y. Din nou avem nevoie de contexte: [qiAqj ]
∗

=⇒y,
unde qj poate � orice stare din Q.

Cum construim alte product
,
ii? Fie δ(qi, A, a)3 (qj , X1X2 . . . Xn),

a ∈ Σ∪{ε}. �In acest caz (qi, A, ay) 1 (qj , X1X2 . . . Xn), y ∗ (qn, ε, ε).
Baz�andu-ne pe rat

,
ionamentele expuse ��n paragraful precedent, exist�a
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y1, y2, . . . , yn, y = y1y2 . . . yn s
,
i

(qi, A, ay) 1 (qj , X1X2 . . . Xn, y1y2 . . . yn)
∗ (q1, X2X3 . . . Xn, y2y3 . . . yn)
∗ (q2, X3X4 . . . Xn, y3y4 . . . yn)

· · ·
∗ (qn−1, Xn, yn)
∗ (qn, ε, ε)

(2)

Observ�am c�a la tranzit
,
ia

(qk−1, Xk . . . Xn, yk . . . yn) ∗ (qk, Xk+1 . . . Xn, yk+1 . . . yn), 2 ≤ k ≤ n,
��n momentul c�and Xk este s

,
ters din stiv�a, AS trece ��n starea qk,

aceast�a stare �ind prima la recunoas
,
terea subs

,
irului yk+1 av�and Xk+1

��n topul stivei. Urm�and ideea expus�a mai sus, vor � necesare neter-
minalele [qjX1q1], [q1X2q2], . . ., [qn−1Xnqn] s

,
i product

,
iile

[qiAqn]→ a[qjX1q1][q1X2q2][q2X3q3] . . . [qn−1Xnqn] (3)

As
,
a neterminale s

,
i product

,
ii vom construi pentru toate combin�arile

posibile q1, q2, . . . , qn, qk ∈ Q, k = 1, 2, . . . , n. Mai precis,

(q1, q2, . . . , qn) ∈ Q×Q× . . .×Q
n

Dac�a δ(qi, A, a)3(qj , ε), atunci se va genera o singur�a product
,
ie:

[qiAqj ]→ a.

Prezent�am ��n Figura 14 o ilustrare a acestei idei.

De ment
,
ionat c�a dimensiunea gramaticii astfel construite poate �

foarte mare. De exemplu, dac�a card(Q) = 5, atunci pentru tranzit
,
ia

δ(qi, A, a)3(qj , X1X2X3) vom obt
,
ine card(Q×Q×Q) = 125 product

,
ii

[qiAq3]→ a[qjX1q1][q1X2q2][q2X3q3], (q1, q2, q3) ∈ Q×Q×Q.
Expunem mai jos algoritmul de convertire a AS ��n gramatic�a

echivalent�a. Vom considera c�a AS accept�a prin stiv�a vid�a s
,
i toate

tranzit
,
iile lui pentru a ∈ Σ∪{ε} au forma δ(qi, X, a)={c1, c2, . . . , cn},
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qiAqn

qiaqj qjX1q1 q1X2q2 . . . qn−1Xnqn

y1

y2

yn

Figura 14: Ilustrare la Algoritmul ASG

unde

ci =


(qj , ε),

(qj , X1),

(qj , X1X2)

(4)

pentru i = 1, 2, . . . , n.

Vom numi aceast�a form�a de reprezentare a AS Form�a Normal�a
(FN)

�In paragraful 5 am ar�atat c�a prin transform�ari echivalente orice
AS poate � redus la un AS echivalent care satisface acestor condit

,
ii.

Algoritmul 7.1 Algoritmul ASG.

0. Start

1. Este dat AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $)
\* Vom construi gramatica independent�a de context
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G=(VN ,VT ,P,S) echivalent�a cu AS *\

2. VN = {[qiXqj ] | qi, qj ∈ Q,X ∈ Γ}, VT = Σ.

3. Construim P .

3.1. P :={S → [q0$qj ] | qj ∈ Q}.
3.2. Pentru tot

,
i δ(qi, X, a) 3 (qj , ε)}, P := P ∪{[qiXqj ]→ a}.

3.3. Pentru tot
,
i δ(qi, X, a) 3 (qj , X1)},

tot
,
i q1 ∈ Q

P := P ∪{[qiXq1]→ a[qjX1q1]}.
3.4. Pentru tot

,
i δ(qi, X, a) 3 (qj , X1X2)},

tot
,
i q1 ∈ Q,

tot
,
i q2 ∈ Q

P := P ∪ {[qiXq2]→ a[qjX1q1][q1X2q2]}.

4. Stop

Exemplul 7.1

Este dat automatul
AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,B},
δ(q0, $, a) = {(q0, A, $)}, δ(q0, A, b) = {(q0, B)}
δ(q0, B, c)= {(q1, ε)}, δ(q1, $, a)= {(q1, ε), (q1, $)}.
�In rezultatul convertirii AS ��n gramatic�a echivalent�a (Figura 15) obt

,
i-

nem:
G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C,D,E, F, J,H}, VT = {a, b, c},
P ={

0. S → A 1. S → B 2. A→ aEA 3. A→ aFC
4. B → aEB 5. B → aFD 6. E → bJ 7. F → bH
8. H → c 9. D → a 10. C → aC 11. D → aD }

S�a simpli�c�am aceast�a gramatic�a. Calcul�am mai ��nt�ai simbolurile
productive s

,
i neproductive.

productive ={H,D,F,B, S}, neproductive ={A,C,E, J}.
Dup�a eliminarea simbolurilor neproductive obt

,
inem:

G=(VN , VT , P, S), VN = {S,B, F,D,H}, VT = {a, b, c},
P = { 0. S → B 1. B → aFD 2. F → bH
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3. H → c 4. D → a 5. D → aD }.
�In continuare substituim H ��n product

,
ia 2, F ��n product

,
ia 1, B ��n

product
,
ia 0 s

,
i elimin�am simbolurile inaccesibile. Obt

,
inem:

G=(VN , VT , P, S), VN = {S,D}, VT = {a, b, c},
P = {0. S → abcD 1. D → a 2. D → aD }.

Este evident, L(G) ={abcai | i ≥ 1}. S�a not�am L(G) prin Labcai.

Funct
,
ia δ Product

,
iile generate Notat

,
ii

S → [q0$q0]
S → [q0$q1]

S → A
S → B

[q0$q0] − A
[q0$q1] − B
[q1$q0] − C
[q1$q1] − D
[q0Aq0] − E
[q0Aq1] − F
[q0Bq1] − H

δ(q0, $, a)=
{(q0, A$)}

[q0$q0]→ a[q0Aq0][q0$q0]
[q0$q0]→ a[q0Aq1][q1$q0]
[q0$q1]→ a[q0Aq0][q0$q1]
[q0$q1]→ a[q0Aq1][q1$q1]

A→ aEA
A→ aFC
B → aEB
B → aFD

δ(q0, A, b)=
{(q0, B)}

[q0Aq0]→ b[q0Bq0]
[q0Aq1]→ b[q0Bq1]

E → bJ
F → bH

δ(q0, B, c)=
{(q1, ε)}

[q0Bq1]→ c H → c

δ(q1, $, a)=
{(q1, ε)}

[q1$q1]→ a D → a

δ(q1, $, a)=
{(q1, $)}

[q1$q0]→ a[q1$q0]
[q1$q1]→ a[q1$q1]

C → aC
D → aD

Figura 15: Algoritmul ASG. Exemplu.

Exemplul 7.2
S�a construim gramatica echivalent�a cu automatul de recunoas

,
tere

a palindroamelor peste {a, b}, exemplul 4.2. Prezent�am rezultatele
algoritmului ��n Figura 16, iar gramatica obt

,
inut�a GR0 ��n Figura 17.

Se obt
,
ine o gramatic�a destul de voluminoas�a - 13 neterminale s

,
i 31

de product
,
ii. Asupra gramaticii GR0 vom aplica urm�atoarea secvent

,
�a

de transform�ari echivalente:

1. Calcul�am mult
,
imea simbolurilor neproductive s

,
i simpli�c�am

gramatica GR0.
productive ={K, I,M,D,F,B, S},
neproductive ={A,C,E,H, J, L}.

Rezultatul este prezentat ��n Figura 18a, gramatica GR1.
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Funct
,
ia δ Product

,
iile generate Notat

,
ii

S → [q0$q0]
S → [q0$q1]

S → A
S → B

δ(q0, $, a)=
{(q0, a$)}

[q0$q0]→ a[q0aq0][q0$q0]
[q0$q0]→ a[q0aq1][q1$q0]
[q0$q1]→ a[q0aq0][q0$q1]
[q0$q1]→ a[q0aq1][q1$q1]

A→ aEA
A→ aFC
B → aEB
B → aFD

[q0$q0] − A
[q0$q1] − B
[q1$q0] − C
[q1$q1] − D
[q0aq0] − E
[q0aq1] − F
[q1aq0] − H
[q1aq1] − I
[q0bq0] − J
[q0bq1] − K
[q1bq0] − L
[q1bq1] − M

δ(q0, $, b)=
{(q0, b$)}

[q0$q0]→ b[q0bq0][q0$q0]
[q0$q0]→ b[q0bq1][q1$q0]
[q0$q1]→ b[q0bq0][q0$q1]
[q0$q1]→ b[q0bq1][q1$q1]

A→ bJA
A→ bKC
B → bJB
B → bKD

δ(q0, a, b)=
{(q0, ba)}

[q0aq0]→ b[q0bq0][q0aq0]
[q0aq0]→ b[q0bq1][q1aq0]
[q0aq1]→ b[q0bq0][q0aq1]
[q0aq1]→ b[q0bq1][q1aq1]

E → bJE
E → bKH
F → bJF
F → bKI

δ(q0, b, a)=
{(q0, ab)}

[q0bq0]→ a[q0aq0][q0bq0]
[q0bq0]→ a[q0aq1][q1bq0]
[q0bq1]→ a[q0aq0][q0bq1]
[q0bq1]→ a[q0aq1][q1bq1]

J → aEJ
J → aFL
K → aEK
K → aFM

δ(q0, a, a)=
{(q0, aa)}

[q0aq0]→ a[q0aq0][q0aq0]
[q0aq0]→ a[q0aq1][q1aq0]
[q0aq1]→ a[q0aq0][q0aq1]
[q0aq1]→ a[q0aq1][q1aq1]

E → aEE
E → aFH
F → aEF
F → aFI

δ(q0, a, a)=
{(q1, ε)}

[q0aq1]→ a F → a

δ(q0, b, b)=
{(q0, bb)}

[q0bq0]→ b[q0bq0][q0bq0]
[q0bq0]→ b[q0bq1][q1bq0]
[q0bq1]→ b[q0bq0][q0bq1]
[q0bq1]→ b[q0bq1][q1bq1]

J → bJJ
J → bKL
K → bJK
K → bKM

δ(q0, b, b)=
{(q1, ε)}

[q0bq1]→ b K → b

δ(q1, a, a)=
{(q1, ε)}

[q1aq1]→ a I → a

δ(q1, b, b)=
{(q1, ε)}

[q1bq1]→ b M → b

δ(q1, $, ε)=
{(q1, ε)}

[q1$q1]→ ε D → ε

Figura 16: Gramatica echivalent�a cu automatul palindroamelor.

2. Substituim B in product
,
ia 0, apoi I,M,D ��n product

,
iile 1,2,3,

4,5,8 s
,
i elimin�am simbolurile inaccesibile B, I,M,D. Obt

,
inem
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GR0 = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C,D,E, F,H, I, J,K,L,M},
VT = {a, b}, P = {
0. S → A 1. S → B 2. A→ aEA 3. A→ aFC
4. B → aEB 5. B → aFD 6. A→ bJA 7. A→ bKC
8. B → bJB 9. B → bKD 10. E → bJE 11. E → bKH
12. F → bJF 13. F → bKI 14. J → aEJ 15. J → aFL
16. K → aEK 17. K → aFM 18. E → aEE 19. E → aFH
20. F → aEF 21. F → aFI 22. F → a 23. J → bJJ
24. J → bKL 25. K → bJK 26. K → bKM 27. K → b
28. I → a 29. M → b 30. D → ε }

Figura 17: Gramatica GR0.

gramatica GR2, Figura 18b.

3. Factoriz�am pre�xele commune pentru F s
,
i K. Obt

,
inem grama-

tica GR3, Figura 18c.

4. Elimin�am ε-product
,
ia Z → ε. Obt

,
inem GR4, Figura 18d.

5. Substituim F s
,
i K ��n product

,
iile 0,1,6 s

,
i 7. Elimin�am simbolu-

rile inaccesibile F s
,
i K. Obt

,
inem GR5, Figura 18e.

6. Pentru GR5 se demonstreaz�a simplu c�a, daca S
∗

=⇒ x, atunci
Z

∗
=⇒x, s

,
i invers. Astfel, gramatica �nal�a este GR6, echivalent�a

cu GR0, Figura 18f.

Exemplul 7.3
S�a construim pentru automatul cu memorie stiv�a AS01, Exemplul

4.1, gramatica independent�a de context echivalent�a, aplic�and algorit-
mul ASG (Figura 19). Obt

,
inem gramatica G5.

G5=(VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C}, VT = {1, 0}, P = {
0. S → C 1. C → ε 2. C → 0BC 3. C → 1AC
4. A→ 1AA 5. B → 0BB 6. A→ 0 7. B → 1

Deoarece S −→ C este unica product
,
ie pentru S, L(G) = {x | S ∗

=⇒
x}= {x |C ∗

=⇒ x}. Rezult�a c�a prima product
,
ie poate � eliminat�a, iar
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0. S → B
1. B → aFD
2. B → bKD
3. F → bKI
4. K → aFM
5. F → aFI
6. F → a
7. K → bKM
8. K → b
9. I → a
10. M → b
11. D → ε

(a) GR1

0. S → aF
1. S → bK
2. F → bKa
3. F → aFa
4. F → a
5. K → aFb
6. K → bKb
7. K → b

(b) GR2

0. S → aF
1. S → bK
2. F → Za
3. K → Zb
4. Z → aF
5. Z → bK
6. Z → ε

(c) GR3

0. S → aF
1. S → bK
2. F → Za
3. F → a
4. K → Zb
5. K → b
6. Z → aF
7. Z → bK

(d) GR4

0. S → aZa
1. S → aa
2. S → bZb
3. S → bb
4. Z → aZa
5. Z → aa
6. Z → bZb
7. Z → bb

(e) GR5

0. S → aSa
1. S → aa
2. S → bSb
3. S → bb

(f) GR6

Figura 18: Transform�ari echivalente
asupra gramaticii GR0

C devine noua axiom�a a gramaticii. �In rezultat obt
,
inem gramatica

G01.

G01=(VN , VT , P, S), VN = {S,A,B}, VT = {1, 0}, P = {
0. S → ε 1. S → 0BS 2. S → 1AS 3. B → 0BB
4. A→ 1AA 5. A→ 0 6. B → 1 }



36 7. Algoritmul s
,
i teorema ASG

Algoritmul de convertire asigur�a echivalent
,
a automatului AS01 s

,
i a

gramaticii G1.

Funct
,
ia δ Product

,
ii generate

S→ [q0$q0] S→C
δ(q0, $, ε)={(q0, ε)} [q0$q0]→ε C→ε
δ(q0, $, 0)={(q0, 0$)} [q0$q0]→0[q00q0][q0$q0] C→0BC
δ(q0, $, 1)={(q0, 1$)} [q0$q0]→1[q01q0][q0$q0] C→1AC
δ(q0, 0, 0)={(q0, 00)} [q00q0]→0[q00q0][q00q0] B→0BB
δ(q0, 0, 0)={(q0, 00)} [q00q0]→0[q00q0][q00q0] B→0BB
δ(q0, 1, 1)={(q0, 11)} [q01q0]→1[q01q0][q01q0] A→1AA
δ(q0, 0, 1)={(q0, ε)} [q00q0]→1 B→1
δ(q0, 1, 0)={(q0, ε)} [q00q0]→0 A→0

Notat
,
ii:

[q01q0] - A [q00q0] - B [q0$q0] - C

Figura 19: Gramatica G1 echivalent�a cu AS01.

Teorema 7.2 (Teorema ASG)

Gramatica independent�a de context G construit�a cu Algoritmul
7.1 este echivalent�a cu automatul cu memorie stiv�a AS.

Demonstrare. Vom demonstra c�a L(AS)=L(G).

(i) L(G)⊆ L(AS).

Fie y un s
,
ir arbitrar din L(G), exist�a product

,
ia S

1−→ [q0$q2] s
,
i

derivarea S
1

=⇒ [q0$q2]
∗

=⇒ y. Vom ar�ata c�a (q0, $, y)
∗` (q2, ε, ε), adic�a

y ∈ L(AS). S�a demonstr�am mai ��nt�ai prin induct
,
ie dup�a num�arul de

substitut
,
ii k la derivarea st�ang�a a s

,
irului urm�atoarea a�rmat

,
ie: dac�a

[q0Aq2]
∗

=⇒ y, atunci (q0, A, y)
∗` (q2, ε, ε). Pentru k= 1 [q0Aq2]

1
=⇒ y

este posibil, reies
,
ind din structura gramaticii, doar pentru y = a, a ∈

Σ∪ {ε} (Σ=VT ), A = $ s
,
i product

,
ia [q0$q2] −→ a. Aceast�a product

,
ie
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se genereaz�a la pasul 3.2 al algoritmului ASG din tranzit
,
ia δ(q0, $, a)3

(q2, ε). Pentru AS obt
,
inem (q0, A, y) = (q0, $, a)

1` (q2, ε, ε).
Presupunem c�a a�rmat

,
ia este adev�arat�a pentru k = 1, 2, . . . ,m,m ≥

1, adic�a, dac�a [qiAq2]
≤m
=⇒ y, atunci (qi, A, y)

∗` (q2, ε, ε). S�a demon-

str�am a�rmat
,
ia pentru k = m+1. Fie [qiAq2]

m+1
=⇒ y. S�a punem ��n

evident
,
�a primul pas al deriv�arii:

(a) [qiAq2]
1

=⇒ a[qjX1q1][q1X2q2]
m

=⇒ y, dac�a δ(q0, A, a)3 (qj , X1X2),
(q1, q2) ∈ Q×Q.

(b) [qiAq2]
1

=⇒ a[qjX2q2]
m

=⇒ y, dac�a δ(q0, A, a)3(qj , X2), q2 ∈ Q.
Pentru varianta (a), conform lemei rami�c�arii, exist�a y1, y2, y = ay1y2

s
,
i a[qjX1q1][q1X1q2]

m
=⇒ ay1y2 = y, unde [qjX1q1]

≤m
=⇒ y1, [q1X2q2]

≤m
=⇒

y2. Astfel, conform ipotezei, (qj , X1, y1]
∗` (q1, X2, y2) s

,
i (q1, X2, y2]

∗`
(q2, ε, ε). Obt, inem

(qi, A, y) = (qi, A, ay1y2)
∗` (qj , X1X2, y1y2)

∗` (q1, X2, y2)
∗` (q2, ε, ε).

Pentru a �naliza demonstrarea lu�am A = $, qi = q0 s
,
i product

,
ia

S−→ [q0$q2]. Varianta (b) se examineaz�a analogic.

(ii) L(AS) ⊆ L(G).

Vom ar�ata c�a, dac�a (q0, $, y)
∗` (q2, ε, ε), atunci exist�a product

,
ia

S
1−→ [q0$q2] s

,
i S =⇒ [q0$q2]

∗
=⇒ y. S�a demonstr�am mai ��nt�ai prin

induct
,
ie dup�a num�arul de tranzit

,
ii k urm�atoarea a�rmat

,
ie: dac�a

(qi, A, y]
∗` (q2, ε, ε), atunci [qiAq2]

∗
=⇒ y. Pentru k = 1 �e (qi, A, y]

1`
(q2, ε, ε). Aceasta este posibil doar pentru y = a, a ∈ Σ ∪ {ε}, s

,
i

δ(qi, A, a)3(q2, ε). �In acest caz gramatica cont
,
ine product

,
ia [qiAq2] −→

a s
,
i este posibil�a derivarea [qiAq2]=⇒ a.

Presupunem c�a a�rmat
,
ia este adev�arat�a pentru orice k ≤ m,m ≥ 1:

dac�a (qi, A, y)
≤m

(q2, ε, ε), atunci [qiAq2]
∗

=⇒ y. S�a demonstr�am
a�rmat

,
ia pentru k = m+ 1. Fie (qi, A, y) m+1 (q2, ε, ε), y = ax,

a ∈ Σ ∪ {ε}. S�a punem ��n evident
,
�a prima tranzit

,
ie:

(a) (qi, A, ax) 1 (qj , X1X2, x) n (q2, ε, ε), dac�a δ(qi, A, a)3(qj , X1X2),

(b) (qi, A, ax) 1 (qj , X2, x) n (q2, ε, ε), dac�a δ(qi, A, a)3(qj , X2).
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Pentru varianta (a), urm�and rat
,
ionamentele din Teorema GAS s

,
i

t
,
in�and cont de faptul c�a AS accept�a prin stiv�a vid�a, exist�a subs

,
iruri-

le y1, y2 pentru care x = y1y2 s
,
i (qj , X1, y1)

≤m
(q1, ε, ε), (q1, X2, y2)

≤m
(q2, ε, ε). Respectiv, conform ipotezei, [qjX1q1]

∗
=⇒ y1, [q1X2q2]

∗
=⇒ y2.
Deoarece δ(qi, A, a) 3 (qj , X1X2), la pasul 3.4 al Algoritmului ASG
se va genera product

,
ia [qiAq2] =⇒ a[qjX1q1][q1X2q2]. Astfel, pu-

tem construi derivarea [qiAq2]
1

=⇒ a[qjX1q1][q1X2q2]
∗

=⇒ ay1[q1X2q2]
∗

=⇒ ay1y2.
Pentru a �naliza demonstrarea lu�am A = $, qi = q0 s

,
i product

,
ia

S−→ [q0$q2]. Varianta (b) se examineaz�a analogic. �

8. Automate cu memorie stiv�a determi-

niste

Ca s
,
i ��n cazul automatelor �nite, putem de�ni AS deterministe. In-

tuitiv aceasta ��nseamn�a c�a la �ecare tranzit
,
ie exist�a doar o singur�a

act
,
iune posibil�a sau niciuna. Prezent

,
a masiv�a a ε-tranzit

,
iilor, care

induc nedeterminism, complic�a de�nit
,
ia AS determinist. Prezent

,
a

unei ε-tranzit
,
ii, de exemplu, δ(q, Z, ε) 3 (q1, γ1), chiar dac�a ea este

unic�a, permite aplicarea ei pentru orice simbol curent de pe band�a
a ∈ Σ ∪ {ε}. Aceasta ne convinge c�a nu este su�cient s�a cerem
card(δ(q, Z, a)) ≤ 1, prin analogie cu cazul automatelor �nite. Avem
astfel de�nit

,
ia 8.1.

De�nit
,
ia 8.1

Automatul cu memorie stiv�a AS este determinist (ASD), dac�a
pentru orice q ∈ Q, Z ∈ Γ, a ∈ Σ ∪ {ε} se indeplinesc condit

,
iile:

1. δ(q, Z, a) cont
,
ine cel mult o valoare, adic�a card(δ(q, Z, a))

≤ 1.

2. dac�a δ(q, Z, a) 6= {}, atunci δ(q, Z, ε) = {}.
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De exemplu, automatele 3.1 s
,
i 4.1 sunt deterministe. Automatul

4.2 este nedeterminist, deoarece δ(q0, a, a) = {(q0, aa), (q1, ε)} (nu se
��ndeplines

,
te prima condit

,
ie). Nedeterminist este s

,
i automatul 4.3, de-

oarece δ(q1, A, b) = {(q1, ε)}, δ(q1, A, ε) = {(qε, ε)} (nu se ��ndeplines
,
te

condit
,
ia a doua).

De�nit
,
ia 8.2

Se numes
,
te limbaj determinist orice limbaj L = L(ASD).

Not
,
iunea de limbaj determinist este una foarte important�a ��n stu-

dierea limbajelor formale, ��n special la proiectarea compilatoarelor.
Spre deosebire de automatele �nite, unde pentru orice automat se
poate construi un automat determinist echivalent, pentru automatele
cu memorie stiv�a aceasta nu mai este adev�arat. Exist�a AS pentru
care nu poate � construit�a o variant�a determinist�a echivalent�a. S�a
ment

,
ion�am urm�atoarele: AS din exemplul 6.1 este determinist cu

toate c�a este bine cunoscut faptul c�a limbajul Laibi = {aibi|i ≥ 0} nu
este regulat. Astfel, exist�a limbaje deterministe care nu sunt regulate.
Vom demonstra ��n continuare c�a

(1) toate limbajele regulate sunt limbaje deterministe,

(2) exist�a limbaje independente de context nedeterministe.

Mai ��nt�ai vom ar�ata c�a pentru orice AF se poate construi un AS
echivalent.

Algoritmul 8.1 Algoritmul AFAS.

0. Start

1. Este dat AF = (Q,Σ, δ, q0, F )
\* Vom construi AS = (Q,Σ,Γ, δ′, q0, $, F ) cu acceptare prin
st�ari �nale echivalent cu AF *\

2. Γ = {$}

3. Construim δ′. Init
,
ial δ′ = ∅.
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3.1. Pentru toate valorile δ(q, a) = {q1, q2, . . . , qn} de�nim
δ′ := δ′ ∪ {δ′(q, $, a) = (q1, $), (q2, $), . . . , (qn, $)}.

4. Stop

AS astfel construit modeleaz�a pas cu pas tranzit
,
iile AF ment

,
in�and

��n stiv�a $. Se poate ar�ata us
,
or, ca dac�a (q0, x) AF

∗ (qf , ε), atunci
(q0, $, x) AS

∗ (qf , $, x) s
,
i invers. Astfel, pentru orice AF se poate

construi un AS echivalent. S�a observ�am, c�a dac�a AF este determinist
(AFD), atunci s

,
i AS va � determinist (ASD). Conform de�nit

,
iei

AFD, toate tranzit
,
iile lui au forma δ(q, a) = q1 sau δ(q, a) = ∅.

Respectiv, toate tranzit
,
iile AS construit au forma δ(q, $, a) = (q1, $)

sau δ(q, $, a) = ∅, pentru tot
,
i q ∈ Q, a ∈ Σ. De ment

,
ionat c�a AFD

nu poate s�a cont
,
in�a ε-tranzit

,
ii. Astfel, AS construit va satisface

de�nit
,
ia ASD.

T
,
in�and cont de faptul c�a pentru orice AF se poate construi un

AFD echivalent, are loc urm�atoarea

Teorema 8.3

Limbajele regulate sunt limbaje deterministe.

q0 q1 q2
a

a

a

Figura 20: AF pentru
La2n = {a2n|n ≥ 1}.

S�a remarc�am c�a pentru
orice AFD putem construi
un AS determinist echivalent
cu acceptare prin st�ari �nale.
�Ins�a nu pentru orice AFD
putem construi un AS de-
terminist echivalent cu accep-
tare prin stiv�a vid�a. Vom
spune c�a limbajul L nu este

pre�xat, dac�a pentru orice s
,
ir x ∈ L nu exist�a niciun pre�x y al s

,
irului

x, y 6= x, care s�a apart
,
in�a limbajului L. �In caz contrar vom spune

c�a L este pre�xat. Se poate demonstra c�a pentru limbajele pre�xate
nu se poate construi un ASD cu acceptare prin stiv�a vid�a care s�a
accepte acest limbaj.
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De exemplu, limbajul La2n = {a2n | n ≥ 1} este pre�xat, deoarece
pentru s

,
irul x = aaaaaa ∈ L avem pre�xele aa s

,
i aaaa, care deaseme-

nea apart
,
in limbajului La2n. La2n este un limbaj regulat, De exemplu,

automatul �nit reprezentat ��n Figura 20 recunoas
,
te acest limbaj.

Conform algoritmului 8.1 putem construi un ASD echivalent cu
acceptare prin st�ari �nale, dar nu vom putea construi un ASD echi-
valent cu acceptare prin stiv�a vid�a. Dac�a vom presupune c�a exist�a
as

,
a un automat, atunci la recunoas

,
terea s

,
irului x = aaaa, dup�a citi-

rea primelor dou�a simboluri "a" automatul trebuie s�a goleasc�a stiva,
accept�and aa. Deoarece AS este determinist s

,
i nu poate funct

,
iona cu

stiva vid�a, nu va mai putea continua recunoas
,
terea s

,
irului aaaa.

Aceast�a problem�a se rezolv�a simplu. Rede�nim limbajul La2n

prin La2n = {a2ne | n ≥ 1}. �In acest caz nu mai pot exista pre�xe
ale s

,
irului a2ne care s�a apart

,
in�a limbajului L, deoarece toate s

,
irurile

limbajului trebuie s�a se termine cu e. Pentru limbajul rede�nit pre-
zent�am mai jos ASD echivalent cu acceptare prin stiv�a vid�a:

δ(q0, $, a) = (q1, $), δ(q1, $, a) = (q2, $),
δ(q2, $, a) = (q1, $), δ(q2, $, e)= (q2, ε).

S�a ne convingem ��n continuare c�a exist�a limbaje independente de
context care nu sunt deterministe. S�a examin�am limbajul Labb =
{aibi | i ≥ 1} ∪ {aibibi | i ≥ 1}. Acest limbaj nu este reguat, dar
este independent de context. El poate � generat, de exemplu, de
gramatica
G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B}, VT = {a, b},
P = { 0. S → A 1. S → B 2. A→ ab

3. A→ aAb 4. B → abb 5. B → aBbb }

Este adev�arat�a urm�atoarea a�rmat
,
ie:

Teorema 8.4 (Teorema ASND)

Limbajul Labb nu este determinist.

Demonstrare.

Vom demonstra prin reducere la absurd c�a acest limbaj nu este
determinist, adic�a nu exist�a ASD care ar recunoas

,
te limbajul Labb.
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S�a presupunem c�a Labb este determinist. Atunci exist�a ASD M1 =
(Q,Σ,Γ, δ, q0, $, F ), care accept�a acest limbaj prin st�ari �nale, Labb =
L(M1).

Construim o copie (clon�a) a acestui automat, M2 = (Q′,Σ,Γ,
δ′, q′0, $, F

′). La clonare M2 se obt
,
ine din M1 substituind toate st�arile

qi ∈ Q prin q′i ∈ Q′. St�arile qi s, i q
′
i le vom numi st�ari "gemene". S�a

construim ��n continuare un automat nou M=(QM ,ΣM ,Γ, δM , q0M , $,
FM ), unde QM =Q∪Q′, ΣM ={a, b, c}, q0M =q0, FM =F ′, iar funct

,
ia

δM se de�nes
,
te ��n modul urm�ator:

� modi�c�am funct
,
ia δ substituind toate tranzit

,
iile δ(q, Z, b) =

(qf , γ) pentru qf ∈ F , Z ∈ Γ, γ ∈ Γ∗, a ∈ Σ prin δ(q, Z, b) =
(q′f , γ), adic�a le direct

,
ion�am ��n starea geam�an�a a automatului

M2.
� modi�c�am funct

,
ia δ′ substituind toate tranzit

,
iile δ′(q′i, Z, b) =

(q′j , γ) din M2 prin δ′(q′i, Z, c) = (q′j , γ).
� δM se obt

,
ine prin reuniunea funct

,
iilor δ s

,
i δ′ astfel modi�cate.

Reies
,
ind din cele expuse mai sus s

,
i din faptul c�a M1 s

,
i M2 sunt

deterministe, s
,
i M va � determinist.

S�a urm�arim mai ��nt�ai comportamentul automatului M1 la recu-
noas

,
terea s

,
irului anbnbn:

(q0, $, a
nbnbn) M1

∗ (q1, Zγ1, bb
n) M1

1 (q2, γ2γ1, b
n) M1

∗ (q3, γ3, ε),
q2 s

,
i q3 - st�ari �nale. Con�gurat

,
ia (q2, γ2γ1, b

n) ar � una de acceptare,
dac�a ��n acest moment banda ar � vid�a, adic�a pentru s

,
irul anbn.

S�a urm�arim acum comportamentul automatului M la recunoas
,
te-

rea s
,
irului anbncn:

(q0, $, a
nbncn) M

∗ (M1

∗ ) (q1, Zγ1, bc
n) M

1 (q′2, γ2γ1, c
n) M

∗ (q′3, γ3, ε).

Deoarece M1 s
,
i M sunt deterministe, exist�a o unic�a posibilitate de

a obt
,
ine (q0, $, a

nbnbn) M1

∗ (q2, γ2γ1, b
n) s

,
i (q0, $, a

nbncn) M
∗ (q′2, γ2γ1,

cn), q′2 �ind geam�ana st�arii q2. Tranzit
,
iile (q2, γ2γ1, b

n) M1

∗ (q3, γ3, ε)
s
,
i (q′2, γ2γ1, c

n) M
∗ (q′3, γ3, ε) se deosebesc doar prin substitut

,
iile: "b"

prin "c", q2 prin q′2 s
,
i q3 prin q′3, asigurate prin construct

,
ia funct

,
iei

δM .
�In as

,
a mod automatul M va accepta limbajul Labc = {aibici | i ≥

1}, aceasta �ind imposibil, deoarece limbajul Labc nu este independent
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de context. Obt
,
inem o absurditate, ceea ce ��nseamn�a c�a presupunerea

noastr�a referitor la existent
,
a automatului M1 este fals�a. �

Pentru multe limbaje independente de context poate � construit�a
varianta determinist�a. S�a aducem un exemplu.

Exemplul 8.1 Fie dat�a gramatica:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,L}, VT = {a, i, [, ]},
P = { 0. S → a L 1. L→ [i] 2. L→ [i L] }.
Se poate observa c�a limbajul generat este L[i] = {a([i)n]n | n ≥ 1}=
{a[i], a[i[i]], a[i[i[i]]], . . .}.

Cunosc�and structura limbajului, ��n cazul dat se poate us
,
or construi

un ASD care accept�a acest limbaj. De exemplu,

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1, q2},
Σ = {a, i, [, ]}, Γ = {$, [}
δ(q0, $, a) = {(q0, $)}, δ(q0, $, [) = {(q1, [)},
δ(q1, [, i) = {(q2, [}, δ(q2, [, [) = {(q2, [[)},
δ(q2, [, i) = {(q2, [)}, δ(q2, [, ]) = {(q2, ε)}

Nu ��ntotdeauna structura limbajului este destul de transparent�a.
Gramatica generatoare poate � foarte voluminoas�a, de exemplu, pen-
tru limbajele de programare. �In astfel de situat

,
ii, automatul determi-

nist ar putea � construit aplic�and transform�ari echivalente asupra gra-
maticii s

,
i algoritmul GAS. S�a exempli�c�am mai jos aceste a�rmat

,
ii.

Construim aplic�and algoritmul GAS, automatul echivalent cu gra-
matica G.

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $):
Q = {q},Σ = {a, i, [, ]},Γ = {S,L, a, i, [, ]}, q0 = q, $ = S,

avans�ari−


δ(q, a, a) = {(q, ε)},
δ(q, i, i) = {(q, ε)},
δ(q, [, [) = {(q, ε)},
δ(q, ], ]) = {(q, ε)},
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expand�ari−

[
δ(q, S, ε)= {(q, a L), },
δ(q, L, ε)= {(q, [i]), (q, [i L])}

Automatul construit este nedeterminist, cauza principal�a �ind
prezent

,
a ε-tranzit

,
iilor. Vom ��ncerca s�a modi�c�am automatul eli-

min�and situat
,
iile de nedeterminism. Putem observa c�a s

,
irurile corecte

��ntotdeauna vor ��ncepe cu a, astfel tranzit
,
ia δ(q, S, ε) = {(q, aL)}

poate � substituit�a prin δ(q, S, a) = {(q, L)}. Pentru toate cele-
lalte simboluri din Σ automatul se va bloca av�and S ��n topul sti-
vei. Pentru a ��nl�atura ambiguit�at

,
ile generate de tranzit

,
iile δ(q, L, ε)=

{(q, [i]), (q, [i L])} transform�am gramatica efectu�and factorizarea pro-
duct

,
iilor 1 s

,
i 2 s

,
i substituirea neterminalului L. Obt

,
inem:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A}, VT = {a, i, [, ]},
P = { 0. S → a[iA 1. A→] 2. A→ [iA] }

Construim din nou AS echivalent, AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $):
Q = {q},Σ = {a, i, [, ]},Γ = {S,A, a, i, [, ]}, q0 = q, $ = S,

avans�ari−


δ(q, a, a) = {(q, ε)},
δ(q, i, i) = {(q, ε)},
δ(q, [, [) = {(q, ε)},
δ(q, ], ]) = {(q, ε)},

expand�ari−

[
δ(q, S, ε)= {(q, a[iA)},
δ(q, A, ε)= {(q, ]), (q, [iA])}

Tranzit
,
ia δ(q, S, ε)= {(q, a[iA)} poate � substituit�a prin δ(q, S, a)

= {(q, [iA)}, tranzit
,
ia δ(q, A, ε) = {(q, ])} poate � substituit�a prin

δ(q, A, ]) = {(q, ε)}, iar δ(q, A, ε) = {(q, [iA])} - prin δ(q, A, [) = {(q,
iA])}. �In rezultat obt

,
inem automatul prezentat ��n Figura 21a.

Evident, ��n de�nit
,
ia funct

,
iei δ prezent

,
a st�arii �q� este inutil�a.

Dac�a o excludem s
,
i reprezent�am funct

,
ia δ sub forma unui tabel, T ,

unde prin �V � vom nota �aVansare�, prin �A� - �Acceptare�, iar prin
T (S, a) = [iA, T (A, ]) = ε, T (A, [) = iA], - expand�arile, vom obt

,
ine

tabelul din Figura 21b.

Prezent�am mai jos secvent
,
a de acceptare pentru s

,
irul �a[i[i]]�. Am
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av
an

s�a
ri


δ(q, a, a) = {(q, ε)},
δ(q, i, i) = {(q, ε)},
δ(q, [, [) = {(q, ε)},
δ(q, ], ]) = {(q, ε)},

ex
pa

n
d�a

ri

0. δ(q, S, a)= {(q, [iA)},
1. δ(q, A, ])= {(q, ε)}
2. δ(q, A, [)= {(q, iA])}.

(a) reprezentarea analitic�a

a i [ ] ε

a V

i V

[ V

] V

ε A

S [iA

A iA] ε

(b) reprezentarea tabelar�a

Figura 21: ASD pentru limbajul
L = {a([i)n]n | n ≥ 1}= {a[i], a[i[i]], a[i[i[i]]], . . .}

notat prin � V � avans�arile, prin � A � - acceptarea, iar prin � 0 , 1 , 2 �
- expand�arile.

(S, a[i[i]]) 0 ([iA, [i[i]]) V (iA, i[i]]) V (A, [i]]) 2 (iA], i]]) V

(A], ]]) 1 (], ]) V (ε, ε) A .

Pentru un s
,
ir gres

,
it, de exemplu, a[i[ii]), obt

,
inem: (S, a[i[ii]) 0

([iA, [i[ii]) V (iA, i[ii]) V (A, [ii]) 2 (iA]], i]]) V (A], i]) impas.
Pentru a continua procesul de recunoas

,
tere este necesar ca simbolul

curent de pe band�a s�a �e "[" sau "]", nu "i". �In asemenea situat
,
ii,

de obicei, se a�s
,
eaz�a un mesaj de eroare, cum ar �: �Eroare � a[i[i i ]

� se as
,
teapt�a "[" sau "]"�.

Exemplul de mai sus ne arat�a c�a utilizarea gramaticilor, dato-
rit�a arsenalului bogat de transform�ari echivalente, este mai �exibil�a,
intuitiv mai clar�a.

Vom mai ment
,
iona c�a reprezentarea tabelar�a a ASD constituie

nucleul analizorului sintactic descendent bazat pe gramatici LL(1),
dar aceste subiecte t

,
in deja de proiectarea compilatoarelor.
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9. Programarea automatelor cu memo-

rie stiv�a

Acest paragraf este destinat program�arii algoritmilor expus
,
i pe par-

curs. �In calitate de limbaj de programare am ales limbajul program�arii
funct

,
ionale Common Lisp [19, 20], limbaj potrivit pentru procesare

simbolic�a. Toate funct
,
iile (programele) s

,
i exemplele au fost testate

folosind versiunea CLISP - ANSI Common Lisp 2.49 [21] s
,
i mediul in-

tegrat LispIDE [22] s
,
i incluse ��n regim "verbatim", astfel, cititorul

poate s�a le testeze, dar s
,
i s�a le modi�ce dup�a dorint

,
�a. Aceasta ar

putea � un bun exercit
,
iu pentru cei care vor s�a se familiarizeze cu

paradigma program�arii funct
,
ionale s

,
i cu limbajul Common Lisp.

Reprezentarea AS

Automatul AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ) se va reprezenta sub forma a 5
liste:

- *Q* - multimea de st�ari, *Q*=(q0 q1 . . . qn). Starea este repre-
zentat�a printr-un atom simbolic, de obicei q0, q1, . . . , qn, unde
q0 ��ntotdeauna va � unica stare init

,
ial�a. De exemplu,

(setq *Q* '(q0 q1 q2 q3)).
- *SIGMA* - vocabularul de intrare. Elementele vocabularului vor
� s

,
iruri arbitrare. De exemplu,

(setq *SIGMA* '("a" "b" "begin" "" "0" "1")).
- *GAMMA*-vocabularul stivei, multime arbitrar�a nevid�a de atomi.
De exemplu,
(setq *GAMMA* '($ A "b")).

- funct
,
ia δ o vom reprezenta prin lista *AS*=(d1 d2 . . . dm),

unde �ecare di reprezint�a valoarea unei tranzit
,
ii conform de-

�nit
,
iei. Astfel, di = (a0 t1 . . . tk). Prin a0 vom nota ar-

gumentul funct
,
iei, a0 = (q Z ”a”) sau a0 = (q Z) pentru ε-

tranzit
,
ii, iar tj este o list�a, care reprezint�a valorile funct

,
iei,

tj = ((q1 γ1)(q2 γ2) . . . (ql γl)). Dac�a γi = ε, atunci valoarea
respectiv�a va � (qi). Exemplu:
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((q0 A "a") (q0 (A A $))(q1) (q1 (A "b" A $))).
- *F* - mult

,
imea st�arilor �nale, *F*⊆ *Q*.

Am folosit notat
,
iile *nume*, se mai poate spune ½nume cu oche-

lari�, deoarece pentru programele noastre aceste variabile sunt globale
mutabile. Valorile lor pot � modi�cate s

,
i utilizate ca variabile globale

far�a a le transmite prin transfer de parametri, ½ochelarii� servind doar
pentru a atrage atent

,
ia.

Am notat funct
,
ia δ prin *AS* deoarece, dac�a AS este de�nit

corect s
,
i F = ∅, atunci toate celelalte componente ale automatului se

pot extrage din de�nit
,
ia funct

,
iei δ.

Pentru limbajul Li2jk = {aib2jck|i ≥ k ≥ 1, j ≥ 1} avem reprezen-
tarea:

AS pentru Li2jk = {aib2jck|i ≥ k ≥ 1, j ≥ 1}

(setq *Q* '(q0 q1 q2 q3))
(setq *SIGMA* '("a" "b" "c"))
(setq *GAMMA* '($ A B))
(setq *F* '(q3))
(setq *AS* '(

((q0 $ "a") (q0 (A $)))
((q0 A "a") (q0 (A A)))
((q0 A "b") (q1 (B A)))
((q1 B "b") (q1 (B B)) (q2))
((q2 B "b") (q2))
((q2 A "c") (q3))
((q3 A "c") (q3))
)

)

Validarea AS

Validarea este un algoritm simplu de veri�care a AS. Se veri�c�a
conform de�nit

,
iei

- corectitudinea argumentului funct
,
iei δ.

- corectitudinea tranzit
,
iilor ti.

- inadmisibilitatea utiliz�arii multiple a st�arilor q00, qe s
,
i a simbo-
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lului EURO din vocabularul stivei, folosite doar la convertirea
ASF ��n ASV. �In caz de ambiguitate, se redenumesc unele st�ari,
unele simboluri.

Pentru validarea AS sunt de�nite trei funct
,
ii:

Funct
,
ia valid−head veri�c�a corectitudinea argumentului funct

,
iei

δ. Acesta poate � (q Z ”a”) sau (q Z) pentru ε-product
,
ii, q ∈ Q,

Z ∈ Γ, a ∈ Σ.

Functia valid−tail veri�ca corectitudinea tranzit
,
iilor posibile de-

�nite cu δ. Toate valorile unui argument trebuie sa �e de forma:
(q1 γ1) (q2 γ2) ... (qn γn).

Funct
,
ia validare aplic�a consecutiv valid−head s

,
i valid−tail pentru

toate de�nitiile δ. Daca este gresit�a structura listei (eroare de sintax�a)
sau se utillizeaz�a elemente nede�nite, vom obt

,
ine un mesaj de eroare,

de exemplu, "Delta inadmisibil" sau "Simboluri nede�nite".

Linearizarea AS

Pentru toate aplicat
,
iile realizate vom folosi varianta AS linearizat�a

cu acceptare prin stiv�a vid�a, adic�a cu F = ∅. Mai ��nt�ai vom converti
automatele cu acceptare prin st�ari �nale ��n automate echivalente cu
acceptare prin stiv�a vid�a. Concomitent vom efectua s

,
i validarea AS.

Procesul de linearizare const�a ��n urm�atoarele: �ecare tranzit
,
ie

di = (a0 t1 . . . tk) se substituie prin (a0 t1), (a0 t2), . . . , (a0 tk). Fi-
ecare a0 se va substitui prin trei componente: (q Z ”a”) sau (q Z ””)
pentru ε-tranzit

,
ii. Fiecare tj se va prezenta ca (qj Z1 Z2 . . . Zr), dac�a

γj = Z1 Z2 . . . Zr sau (qj), dac�a γj = ε. Deoarece nu pot ap�area am-
biguit�at

,
i, parantezele pot � omise: (a0 tk)=(q Z ”a” qj Z1 Z2 . . . Zr).

De exemplu, automatul prezentat mai sus, ��n rezultatul lineariz�arii se
va transforma ��n:

AS linearizat pentru Li2jk

*Q*=(Q0 Q1 Q2 Q3)
*SIGMA*=("a" "b" "c")
*GAMMA*=($ A B)
*F*=(Q3)
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*AS*=
(Q0 $ "a" Q0 A $)
(Q0 A "a" Q0 A A)
(Q0 A "b" Q1 B A)
(Q1 B "b" Q1 B B)
(Q1 B "b" Q2)
(Q2 B "b" Q2)
(Q2 A "c" Q3)
(Q3 A "c" Q3)

Prezent�am ��n continuare listingul programelor descrise mai sus.

AS: reprezentare, validare, linearizare

(defun memberq (e l)(member e l :test #'equal))

;; Functia valid−head veri�ca corectitudinea argumentului functiei
;; delta: (q Z "a") sau (q Z)
(defun valid−head(hd)
(if(<(length hd)2)(return−from valid−head(format t "~%Delta

inadmisibil: ~S " hd)))
(let((q(car hd))(Z(cadr hd))(a(caddr hd)))
(append(if(not(memberq q *Q*))(list q))

(if(not(memberq Z *GAMMA*))(list Z))
(if(not(memberq a *SIGMA*))(list a))))

)

;; Functia valid−tail veri�ca corectitudinea tranzitiilor
;; posibile de�nite cu delta: (q1 gamma1) (q2 gamma2)...(qn gamman)
(defun valid−tail(x)
(append(set−di�erence(cadr x) *GAMMA* :test #'equal)
(if(not(memberq (car x) *Q*))(list(car x))))

)

;; Functia validare aplica consecutiv valid−head si valid−tail
;; pentru toate de�nitiile delta
(defun validare(&aux val)
(dolist (ti *AS*)
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(setq val(append val (valid−head(car ti))
(mapcar #'valid−tail (cdr ti)))))

(setq val(remove nil val))
(if(null val) (return−from validare "AS validat."))
(return−from validare(format t "~%Simboluri nede�nite: ~S" val))

)

;; Functia linearizare substituie delta(q Z "a")=((q1 gamma1) (q2
gamma2)...(qn gamman))

;; prin (q Z "a" q1 gamma1) (q Z "a" q2 gamma2)...(q Z "a" qn
gamman)

(defun linearizare(&aux as)
(dolist (el *AS*)
(let((d1 (car el))(dn (cdr el)))
(if(equal 2(length d1))(setq d1(append d1 '(""))))
(dolist (d dn)
(setq d (append (list(car d))(cadr d)))
(setq as (cons (append d1 d) as)))))

(return−from linearizare (reverse as))
)

;; Functia print−lin−as tipareste AS linearizat
(defun print−lin−as()
(format t "~%(setq *AS* '(")
(dolist (el *AS*)(format t "~% ~S" el))
(format t "))")
)

;; Exemplu, AS pentru Li2jk, ASi2jk

(setq *Q* '(q0 q1 q2 q3))
(setq *SIGMA* '("a" "b" "c"))
(setq *GAMMA* '($ A B))
(setq *F* '(q3))
(setq *AS* '(

((q0 $ "a") (q0 (A $)))
((q0 A "a") (q0 (A A)))
((q0 A "b") (q1 (B A)))
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((q1 B "b") (q1 (B B)) (q2))
((q2 B "b") (q2))
((q2 A "c") (q3))
((q3 A "c") (q3))
)

)

(validare)
(setq *AS* (linearizare))

(format t
"~%~3:T*Q*=~S *SIGMA*=~S *GAMMA*=~S *F*=~S
*AS*=~{~%~8:T~S~}" *Q* *SIGMA* *GAMMA* *F* *AS*)

;; Rezultat, ASi2jk linearizat

*Q*=(Q0 Q1 Q2 Q3)
*SIGMA*=("a" "b" "c")
*GAMMA*=($ A B)
*F*=(Q3)
*AS*=

(Q0 $ "a" Q0 A $)
(Q0 A "a" Q0 A A)
(Q0 A "b" Q1 B A)
(Q1 B "b" Q1 B B)
(Q1 B "b" Q2)
(Q2 B "b" Q2)
(Q2 A "c" Q3)
(Q3 A "c" Q3)

Convertirea ASF ��n ASV echivalent

Funct
,
ia convertire−asf−asv convertes

,
te automatul linearizat ASF

��n ASV echivalent conform algoritmului descris ��n paragraful 3.

Dac�a mult
,
imea de st�ari �nale ecte vid�a, se va considera c�a auto-

matul este deja un ASV . �In continuare funct
,
ia convertire−asf−asv

veri�c�a prezent
,
a st�arilor q00,qe s

,
i a simbolului EURO ��n *Q* s

,
i, res-
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pectiv, ��n *GAMMA*. Aceasta se produce ��n scopul evit�arii utiliz�arii
multiple a acestor simboluri. Dac�a aceste simboluri nu se ��nt�alnesc ��n
mult

,
imile respective, se modi�c�a *Q* s

,
i *GAMMA* ad�aug�and st�arile noi

q00,qe si, respectiv, simbolul nou EURO. �In caz contrar se a�s
,
eaz�a un

mesaj de eroare cu propunerea de a redenumi unele simboluri. Sta-
rea q00 va � noua stare init

,
ial�a, iar EURO - noul simbol evident

,
iat al

stivei. Starea qe va corespunde st�arii qε conform algoritmului.

Prezent�am ��n continuare listingul funct
,
iei descrise mai sus.

AS: convertire ASF ��n ASV

(defun memberq(l1 l2)(member l1 l2 :test #'equal))

;; Funcia convertire−asf−asv converteste automatul linearizat
;; ASF in ASV echivalent
(defun convertire−asf−asv(&optional (as *AS*))
(if (null *F*) (return−from convertire−asf−asv *AS*))
(let((s(remove nil(list (car(memberq 'q00 *Q*))

(car(memberq 'qe *Q*))
(car(memberq 'EURO *GAMMA*))))))

(if s (return−from convertire−asf−asv
(format t "~%Utilizare multipla. De redenumit: ~S " s))))

(setq *Q* (append '(q00 qe) *Q*))
(setq *GAMMA* (append '(EURO) *GAMMA* ))
(dolist (qf *F*)
(dolist (ti *AS*)

(when (equal qf (cadddr ti))
(setq as(append as(list(list(car ti)(cadr ti)(caddr

ti)'qe)))))))
(setq *AS* as *F* nil)
(dolist(z *GAMMA*)

(setq *AS*(append *AS*(list(list'qe z "" 'qe)))))
(setq *AS*(cons'(q00 EURO "" q0 $ EURO)*AS*))

)

;; Exemplu, ASi2jk linearizat
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(setq *Q* '(q0 q1 q2 q3))
(setq *SIGMA* '("a" "b" "c"))
(setq *GAMMA* '($ A B))
(setq *F* '(q3))
(setq *AS* '(

(Q0 $ "a" Q0 A $)
(Q0 A "a" Q0 A A)
(Q0 A "b" Q1 B A)
(Q1 B "b" Q1 B B)
(Q1 B "b" Q2)
(Q2 B "b" Q2)
(Q2 A "c" Q3)
(Q3 A "c" Q3)

)
)

(setq *AS* (convertire−asf−asv))

(format t
"~%~3:T*Q*=~S
*SIGMA*=~S
*GAMMA*=~S
*F*=~S
*AS*=~{~%~8:T~S~}" *Q* *SIGMA* *GAMMA* *F* *AS*)

;; Rezultat, ASV echivalent cu ASi2jk

*Q*=(Q00 QE Q0 Q1 Q2 Q3)
*SIGMA*=("a" "b" "c")
*GAMMA*=(EURO $ A B)
*F*=NIL
*AS*=

(Q00 EURO "" Q0 $ EURO)
(Q0 $ "a" Q0 A $)
(Q0 A "a" Q0 A A)
(Q0 A "b" Q1 B A)
(Q1 B "b" Q1 B B)
(Q1 B "b" Q2)
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(Q2 B "b" Q2)
(Q2 A "c" Q3)
(Q3 A "c" Q3)
(Q2 A "c" QE)
(Q3 A "c" QE)
(QE EURO "" QE)
(QE $ "" QE)
(QE A "" QE)
(QE B "" QE)

Modelarea automatelor stiv�a

Deoarece ��ntotdeauna putem construi varianta echivalent�a a AS
cu acceptare prin stiv�a vid�a, ASV , vom modela doar automate ASV .
Modelarea funct

,
ion�arii unui AS const�a ��n construirea tuturor con�-

gurat
,
iilor de acceptare s

,
i/sau impas pentru un s

,
ir dat.

Toate con�gurat
,
iile de acceptare le vom stoca in variabila glo-

bal�a mutabil�a *ACCEPT*, iar cele de impas - in *IMPAS*. Vom mai
folosi variabila *NOI* pentru a gestiona iterat

,
iile algoritmului. Ini-

t
,
ial *ACCEPT* = *IMPAS* = nil, iar *NOI*=((q0 ($) x (nil))) -
con�gurat

,
ia init

,
ial�a. Parantezele duble apar deoarecepe pe parcurs se

va construi o list�a de con�gurat
,
ii (list�a de liste). Aceasta este valabil

s
,
i pentru *ACCEPT* si *IMPAS*.

Conform materialului expus ��n paragraful 3, con�gurat
,
ia este un

obiect de forma (q, γ, x), unde q este starea curent�a, γ - cont
,
inutul

stivei, x - partea neanalizat�a a s
,
irului de pe band�a. Vom ad�auga ��nc�a

un element - calea parcurs�a la modelare. Astfel, toate con�gurat
,
i-

ile vor � de forma: (q, γ, x, cale). Calea reprezint�a consecutivitatea
tranzit

,
iilor (numerele de ordine ale tranzitiilor din de�nit

,
ia funct

,
iei δ)

efectuate la moment pornind de la con�gurat
,
ia init

,
ial�a.

Pentru a explica funct
,
ionarea ASV ne vom referi la automatul

linearizat care accept�a limbajul Lab23 = {aibj |2i ≤ j ≤ 3i, i ≥ 0}
prezentat ��n listingul de mai jos.
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AS pentru Lab23 = {aibj |2i ≤ j ≤ 3i, i ≥ 0}

(setq *AS* '(
(q0 $ "" q3)
(q0 $ "a" q1 A A A $)
(q0 $ "a" q1 A A $)
(q1 A "a" q1 A A A A)
(q1 A "a" q1 A A A)
(q1 A "" q2 A)
(q2 A "b" q2)
(q2 A "b" q3)
(q3 $ "" q3) ) )

Prezent�am s
,
i pozit

,
ionarea tranzit

,
iilor de�nite pentru AS folosit�a

la reprezentarea secvent
,
elor de tranzit

,
ii ale con�gurat

,
iei.

Pozit
,
ionarea tranzit

,
iilor pentru Lab23

*AS*=
0. (Q0 $ "" Q3)
1. (Q0 $ "a" Q1 A A A $)
2. (Q0 $ "a" Q1 A A $)
3. (Q1 A "a" Q1 A A A A)
4. (Q1 A "a" Q1 A A A)
5. (Q1 A "" Q2 A)
6. (Q2 A "b" Q2)
7. (Q2 A "b" Q3)
8. (Q3 $ "" Q3)

Algoritmul de modelare const�a din dou�a funct
,
ii principale:

tranzitie s
,
i configuratii. Funct

,
ia tranzitie are dou�a argumente:

configuratie s
,
i delta. Destinat

,
ia funct

,
iei este de a veri�ca dac�a este

posibil�a trecerea direct�a din configuratie aplic�and tranzit
,
ia delta.

Sunt posibile situat
,
iile:

- con�gurat
,
ia veri�cat�a este una de acceptare; ��n acest caz funct

,
ia

va returna "accept" f�ar�a a modi�ca con�gurat
,
ia;

- tranzit
,
ia delta poate � aplicat�a; ��n acest caz se va returna "va-

lid" s
,
i con�gurat

,
ia nou�a, obt

,
inut�a la aplicarea tranzit

,
iei delta.
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- tranzit
,
ia delta nu poate � aplicat�a; ��n acest caz se va re-

turna con�gurat
,
ia nemodi�cat�a, dar marcat�a ca candidat la o

con�gurat
,
ie de impas.

De exemplu, con�gurat
,
ia (Q3 NIL "" (1 4 5 6 6 6 6 7 8)) este

una de acceptare pentru s
,
irul z = ”aabbbbb”. Pentru acelas

,
i s

,
ir,

con�gurat
,
ia (Q1 A A A $ "abbbbb" (1)) este valid�a pentru tranzit

,
ia

4.(Q1 A "a" Q1 A A A), produc�and con�gurat
,
ia nou�a

(Q1 A A A A A $ "bbbbb" (1 4)).

Funct
,
ia configuratii gestioneaz�a integral procesul de modelare.

Pornind cu *NOI*=((q0 ($) x (nil))), adic�a cu con�gurat
,
ia init

,
i-

al�a, procesul de modelare va continua c�at timp vor ap�area con�gurat
,
ii

noi ��n *NOI*. Orice iterat
,
ie nou�a va parcurge toate con�gurat

,
iile din

*NOI* s
,
i toate tranzit

,
iile din *AS*, construind con�gurat

,
ii noi. Dac�a

aceasta nu este posibil, procesul se termin�a, a�s
,
�and toate con�gura-

t
,
iile de acceptare s

,
i de impas.

Variabila flaga=true, daca con�guratia curent�a este una de ac-
ceptare ea �ind inclus�a ��n *ACCEPT*. Dac�a nici o tranzit

,
ie nu poate

� aplicat�a asupra con�gurat
,
iei curente, atunci flagi=true s

,
i aceast�a

con�gurat
,
ie va � inclus�a ��n *IMPAS*.

S�a preciz�am ��n continuare notat
,
iile facute ��n program stabilind co-

respunderea lor notat
,
iilor din text. Astfel, con�gurat

,
iei (q, γ, x, cale) ��i

va corespunde lista (qcurent stiva x cale) cu top= (car stiva),
gammac=(cdr stiva), scurent - primul element al s

,
irului x sau "",

x1 - restul s
,
irului x sau "".

Pentru δ(qi, Z, a) = (qj , γ) avem notat
,
iile:

(qidelta zdelta sdelta qjdelta gammad). Prin l,l1 vom nota
componentele noii con�gurat

,
ii.

Funct
,
ionarea automatului ar putea s�a cicleze. Se propune o me-

tod�a simpl�a de veri�care speci�c�and num�arul maximal de iterat
,
ii ad-

misibile. Pentru aceasta se foloses
,
te variabila *ITER*.

�In program se mai utilizeaz�a funct
,
iile ajut�atoare print − config,

print− accept− impas s
,
i print− as pentru imprimarea rezultatelor.

Prezent�am ��n continuare listingul programului cu rezultatele tes-
t�arii s

,
irului z = ”aabbbbb” pentru limbajul Lab23.
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Modelarea ASV

;; Functia tranzitie(con�guratie delta) veri�ca daca este posibila
;; trecerea directa din con�guratie aplicand tranzitia delta
(defun tranzitie(con�guratie delta)
(let*((qcurent (nth 0 con�guratie))
(stiva(nth 1 con�guratie))

(top (car stiva))
(gammac (cdr stiva))

(x(nth 2 con�guratie))
(scurent(if (equal x "") x (subseq x 0 1)))
(x1(if(equal x "") x (subseq x 1)))

(cale (nth 3 con�guratie))
(qidelta (nth 0 delta))
(zdelta (nth 1 delta))
(sdelta (nth 2 delta))
(qjdelta (nth 3 delta))
(gammad (cddddr delta))
(l(list qjdelta(remove nil(append gammad(cdr(nth 1
con�guratie))))))

(l1(cons(cons(position delta *AS* :test #'equal) cale)nil)))
(cond((null top)(if(equal "" x)(list "accept" con�guratie)))
((and(equal qcurent qidelta)(equal top zdelta))
(cond((equal sdelta scurent)(list "valid"(append l(cons x1
nil)l1)))
((equal sdelta "")(list "valid"(append l(cons x nil) l1)))))))

)

;; Functia con�guratii gestioneaza integral procesul de modelare
(defun con�guratii(&aux noi ncf �agi �aga (iteratii 0))
(loop while *NOI* do

(setq noi nil)(incf iteratii)
(dolist(con�guratie *NOI*) do
(setq �agi t �aga nil)
(dolist(delta *AS*)
(setq ncf(tranzitie con�guratie delta))
(when(> iteratii *ITER*)(return−from con�guratii
(format t "~%Numarul de iteratii depaseste limita admisibila=~S"
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*ITER*)))
(cond((equal "valid" (car ncf))(push (cadr ncf) noi)(setq �agi nil))

((equal "accept"(car ncf))(setq �aga t �agi nil))))
(if �agi (push con�guratie *IMPAS*))
(if �aga (pushnew con�guratie *ACCEPT* :test #'equal)))

(setq *NOI* noi))
)

;; Functia print−con�g tipareste o lista de con�guratii
(defun print−con�g(lcon�g)
(dolist (conf lcon�g)
(format t "~%(~S ~S ~S ~S)"
(car conf)(cadr conf)(caddr conf)(reverse(cadddr conf))))

)

;; Functia print−accept−impas tipareste listele con�guratiilor de
;; acceptare *ACCEPT* si de impas *IMPAS*
(defun print−accept−impas(z)
(cond((null *ACCEPT*)(format t "~%Sir neacceptat z=~S" z))

(t(format t "~%Sir acceptat z=~S" z)
(format t "~%Con�guratii de acceptare pentru z=~S" z)
(print−con�g *ACCEPT*)))

(format t "~%Con�guratii de impas pentru z=~S" z)
(print−con�g *IMPAS*)
)

;; Functia print−as tipareste *AS*
(defun print−as()
(format t "~%*AS*=")
(dolist (el *AS*)
(format t "~% ~S. ~S" (position el *AS* :test #'equal)el))

)

;; Exemplu, AS linearizat pentru Lab23
(setq *AS* '((q0 $ "" q3)

(q0 $ "a" q1 A A A $)
(q0 $ "a" q1 A A $)
(q1 A "a" q1 A A A A)
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(q1 A "a" q1 A A A)
(q1 A "" q2 A)
(q2 A "b" q2)
(q2 A "b" q3)
(q3 $ "" q3)))

(setq z "aabbbbb")
(setq *ITER* 100)
(setq *IMPAS* nil)
(setq *ACCEPT* nil)
(setq *NOI* (list(append '(q0 ($)) (cons z nil) '(nil))))
(con�guratii)
(print−as)
(print−accept−impas z)

;; Rezultate, modelarea functionarii AS pentru Lab23

*AS*=
0. (Q0 $ "" Q3)
1. (Q0 $ "a" Q1 A A A $)
2. (Q0 $ "a" Q1 A A $)
3. (Q1 A "a" Q1 A A A A)
4. (Q1 A "a" Q1 A A A)
5. (Q1 A "" Q2 A)
6. (Q2 A "b" Q2)
7. (Q2 A "b" Q3)
8. (Q3 $ "" Q3)

Sir acceptat z="aabbbbb"
Con�guratii de acceptare pentru z="aabbbbb"
(Q3 NIL "" (1 4 5 6 6 6 6 7 8))
(Q3 NIL "" (2 3 5 6 6 6 6 7 8))
Con�guratii de impas pentru z="aabbbbb"
(Q2 ($) "" (2 3 5 6 6 6 6 6))
(Q3 NIL "b" (2 4 5 6 6 6 7 8))
(Q2 (A $) "" (1 3 5 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "" (1 3 5 6 6 6 6 7))
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(Q2 ($) "" (1 4 5 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "b" (1 4 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "b" (1 3 5 6 6 6 7))
(Q2 ($) "b" (2 4 5 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "b" (2 3 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bb" (2 3 5 6 6 7))
(Q3 (A $) "bb" (2 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bb" (1 3 5 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bb" (1 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbb" (1 4 5 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbb" (1 3 5 6 7))
(Q3 (A A $) "bbb" (2 4 5 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbb" (2 3 5 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbbb" (2 3 5 7))
(Q3 (A A A $) "bbbb" (2 4 5 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbb" (1 3 5 7))
(Q3 (A A A A $) "bbbb" (1 4 5 7))
(Q2 (A A $) "abbbbb" (2 5))
(Q2 (A A A $) "abbbbb" (1 5))
(Q3 NIL "aabbbbb" (0))

Algoritmul ASG

Algoritmul ASG transform�a ASV ��n gramatic�a independent�a de
context echivalent�a ��n conformitate cu algoritmul descris ��n paragraful
7. ASV se va lua ��n Form�a Normal�a linearizat. Descriem ��n conti-
nuare realizarea algoritmului coment�and funct

,
iile utilizate s

,
i unele

exemple.

� Deoarece funct
,
iile primitive adjoin, remove, position, set- -

difference utilizeaz�a opt
,
iunea de test eql, iar aplicat

,
iile noas-

tre opereaz�a cu subliste s
,
i s

,
iruri de caractere, le vom extinde cu

opt
,
iunea equal.

� Funct
,
ia cartesianasg va genera produsul cartezian *Q*×*Q*.

� Funct
,
ia prodx1x2(qi x a qj x1 x2) genereaz�a toate product

,
iile

posibile [qiXq2]→ a[qjX1q1][q1X2q2] pentru tot
,
i δ(qi, X, a) 3

(qj , X1X2)}, tot
,
i (q1, q2) ∈ *Q*×*Q*. �In program product

,
ia se va
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reprezenta ca ((Qi X Q2) ("a") (Qj X1 Q1) (Q1 X2 Q2)).
� Funct

,
ia prodx1(qi x a qj x1) genereaz�a toate product

,
iile posibile

[qiXq1]→ a[qjX1q1] pentru tot
,
i δ(qi, X, a) 3 (qj , X1), tot

,
i q1 ∈ *Q*.

� Funct
,
ia genergic este funct

,
ia principal�a care construies

,
te grama-

tica apel�and iterativ funct
,
iile prodx1x2(qi x a qj x1 x2) s

,
i

prodx1(qi x a qj x1). De r�and cu aceasta funct
,
ia genergic:

- construies
,
te mult

,
imea *Q*,

- genereaz�a product
,
iile S → [q0$qj ] pentru tot

,
i qj ∈ *Q*,

- elimin�a s
,
irurile vide "" (a="") din product

,
iile

[qiXq2]→ ””[qjX1q1][q1X2q2] s
,
i [qiXq1]→ ””[qjX1q1].

� Funct
,
ia vn-vt calculeaz�a mult

,
imile simbolurilor terminale s

,
i neter-

minale: *VT* s
,
i *VN*.

� Funct
,
ia codificare-gensym genereaz�a utiliz�and funct

,
ia primitiv�a

gensym o mult
,
ime de simboluri neterminale noi

*VNGSYM*=(A1 A2...AN). Astfel, �ec�arui element [qiXqj ] din *VN*,
i se pune ��n ��n corespondent

,
�a un element din *VNGSYM*. �In conti-

nuare codi�c�a gramatica *GIC* substituind simbolurile [qiXqj ] prin
simbolurile corespunz�atoare din *VNGSYM*. Gramatica astfel codi�-
cat�a se va nota prin *NGIC*. Axioma S va r�am�ane neschimbat�a.

� Funct
,
ia prod-nprod calculeaz�a simbolurile productive *PROD* s

,
i

simbolurile neproductive *NPROD*. Simbolurile terminale se includ
��n *PROD*.

� Funct
,
ia simplificare-gic modi�c�a gramatica *NGIC* elimin�and

simbolurile neproductive.
� Funct

,
ia alpha-gic substituie elementele neterminale din *NGIC*

cu litere din *ALPHA*= (s a b c d ... ), obt
,
in�and o reprezen-

tare mai obis
,
nuit�a pentru gramatic�a utilizat�a pentru simpli�c�ari

ulterioare. Litera s se va rezerva pentru axiom�a. Gramatica astfel
obt

,
inut�a se noteaz�a prin *NNGIC*. Funct

,
ia nu se va apela dac�a

num�arul de elemente neterminale din *VNGSYM* dep�as
,
es

,
te num�arul

de elemente din *ALPHA*

� Funct
,
ia asgmain ��ntrunes

,
te apelurile tuturor funct

,
iilor expuse mai

sus, dar s
,
i imprimarea rezultatelor intermediare dup�a �ecare apel.

Inser�am ��n continuare listingul programului s
,
i un exemplu.
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Convertirea ASV ��n GIC

;; Functii auxiliare
(defun adjoinq(element lst)(adjoin element lst :test #'equal))
(defun removeq(element lst)(remove element lst :test #'equal))
(defun positionq(element lst)(position element lst :test #'equal))
(defun set−di�erenceq(lst1 lst2)(set−di�erence lst1 lst2 :test #'equal))

;; Functia cartesianasg calculeaza produsul cartesian A X A
(defun cartesianasg(A)
(loop for e1 in A append

(loop for e2 in A collect(list e1 e2)))
)

;; Functia prodx1x2 genereaza productii pentru delta(qi,x,a)=
;; (qj,x1 x2) conform algoritmului ASG
(defun prodx1x2(qi x a qj x1 x2)
(dolist(comb (cartesianasg *Q*))
(let((q1(car comb))(q2(cadr comb)))
(push(list (list qi x q1)(cons a nil)(list qj x1 q2)(list q2 x2
q1))*GIC*)))

)

;; Functia prodz1 genereaza productii pentru delta(qi,x,a)=
;; (qj,x1) conform algoritmului ASG
(defun prodx1(qi x a qj x1)
(dolist (q1 *Q*)
(push(list(list qi x q1) (cons a nil) (list qj x1 q1))*GIC*))

)

;; Functia genergic genereaza gramatica *GIC*, algoritmul ASG
(defun genergic()
(setq *GIC* nil)
(setq *Q* (remove−duplicates

(loop for el in *AS* append(list(car el)(cadddr el)))))
(dolist (q *Q*)
(push(list '(S)(append '(q0 $)(cons q nil)))*GIC*)
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)
(dolist(tr (reverse *AS*))
(let((qi (nth 0 tr))(x (nth 1 tr))(a (nth 2 tr))

(qj (nth 3 tr))(x1 (nth 4 tr))(x2 (nth 5 tr)))
(cond((eq(length tr) 4)(push(list(list qi x qj)(list a)) *GIC*))

((eq(length tr) 5)(prodx1 qi x a qj x1))
((eq(length tr) 6)(prodx1x2 qi x a qj x1 x2)))))

(setq *GIC* (loop for el in *GIC* append

(list(if(>(length el)2)(removeq '("")el)el))))
)

;; Functia vn−vt calculeaza multimile simbolurilor terminale
;; si neterminale: *VT* si *VN*
(defun vn−vt()
(setq *VN* nil *VT* nil)
(dolist(prod *GIC*)
(dolist(el prod)
(if(stringp (car el))(setq *VT*(adjoinq (car el) *VT*))

(setq *VN*(adjoinq el *VN*)))))
)

;; Functia codi�care−gensym codi�ca elementele neterminale prin
;; S,A1, A2, A3,...
(defun codi�care−gensym ()
(setq *gensym−counter* 1)
(setq *VNGSYM* (cons 'S
(loop for el in *VN* collect

(read−from−string (symbol−name (gensym "A"))))))
(setq *GICSYM*

(loop for el in (reverse *GIC*) collect
(loop for e in el collect
(if(stringp(car e))(car e)(nth(positionq e *VN*)*VNGSYM*)))))

)

;; Functia prod−nprod calculeaza multimile simbolurilor productive
;; si neproductive: *PROD* si *NPROD*
(defun prod−nprod()
(setq *PROD* *VT* *NPROD* nil)
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(let((�ag t)(temp))
(loop while �ag do

(setq �ag nil)
(dolist(prod *GICSYM*) (setq temp *PROD*)
(let((x0(car prod))(xc(cdr prod)))
(when(not(set−di�erenceq xc *PROD*))

(setq temp (adjoinq x0 *PROD*)))
(when(not(equal temp *PROD*))(setq *PROD* temp)(setq �ag
t)))

)))
(setq *NPROD* (set−di�erenceq *VNGSYM* *PROD*))
)

;; Functia simpli�care−gic elimina simbolurile neproductive.
;; *NGIC* − gramatica simpli�cata
(defun simpli�care−gic()
(setq *NGIC* nil)
(dolist(prod *GICSYM*)
(when(not(set−di�erenceq prod *PROD*))

(setq *NGIC* (adjoinq prod *NGIC*))))
(setq *NGIC* (reverse *NGIC*))

)

;; Functia alpha−gic substituie in *NGIC* neterminalele prin litere
;; din *ALPHA*. Rezultatul va � *NNGIC*
(defun alpha−gic()
(setq *NNGIC* nil)
(dolist (el *NGIC*)
(let((xel))
(dolist(x el)
(cond((equal x 'S)(push 'S xel))

((stringp x)(push x xel))
(t (push(nth(positionq x *PROD*)*ALPHA*)xel))))

(push (reverse xel) *NNGIC*)))
(setq *NNGIC* (reverse *NNGIC*))
)

;; Functia asgmain intruneste apelurile tuturor functiilor expuse
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;; mai sus, asigura imprimarea rezultatelor intermediare
;; dupa �ecare apel.
(defun asgmain()
(genergic)
(format t "~%Productii generate − ~S" (length *GIC*))
(dolist (el *GIC*)
(format t "~%~S~A ~S ~A ~S"
(position el *GIC*) "." (car el) "−−>" (cdr el)))

(vn−vt)

(codi�care−gensym)
(format t "~%Productii codi�cate − ~S" (length *GICSYM*))
(dolist (el *GICSYM*)
(format t "~%~S.~S"(position el *GICSYM*)el))

(format t "~%Simboluri neterminale − ~S
~&*VN*=~S
~&Simboluri terminale − ~S
~&*VT*=~S"
(length *VNGSYM*) *VNGSYM* (length *VT*) *VT*)

(prod−nprod)
(if(null(member 'S *PROD* :test #'equal))
(return "Axioma neproductiva. Limbajul generat este vid")
(setq *PROD*(append '(S)(remove 'S *PROD* :test #'equal))))

(format t "~%Simboluri productive+terminale − ~S
~&*PROD*=~S
~%Simboluri neproductive − ~S
~%*NPROD*=~S"

(length *PROD*) *PROD* (length *NPROD*) *NPROD*)

(simpli�care−gic)
(format t "~%Gramatica simpli�cata − ~S productii" (length

*NGIC*))
(dolist (el *NGIC*)
(format t "~%~S. ~S" (position el *NGIC*)el) )

(setq *ALPHA* '(s a b c d e f g h i j k l m n o p q r t u v w x y z
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a1 b1 c1 d1 e1 f1 g1 h1 i1 j1 k1 l1 m1 n1 o1 p1 q1 r1 s1 t1 u1 v1 w1
x1 y1 z1

a2 b2 c2 d2 e2 f2 g2 h2 i2 j2 k2 l2 m2 n2 o2 p2 q2 r2 s2 t2 u2 v2 w2
x2 y2 z2))

(cond((<(length *PROD*)(length *ALPHA*))
(alpha−gic)
(format t "~%Gramatica alpha−simpli�cata − ~S productii"
(length *NNGIC*))
(dolist (el *NNGIC*)
(format t "~%~S. ~S" (position el *NNGIC*) (if (>(length
el)2)(removeq "" el)el))))

(t(format t "~%Mai multe neterminale decat simboluri in
*ALPHA*")) )

) ; end asgmain

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;
;; Exemplu, convertirea ASi2jk in GIC echivalenta
(setq *AS* '(

(Q0 $ "" Q1 C $)
(Q1 A "b" Q2 B A)
(Q1 A "a" Q1 A A)
(Q1 C "a" Q1 A C)
(Q2 B "b" Q3)
(Q2 B "b" Q2 B B)
(Q3 A "c" Q4)
(Q3 B "b" Q3)
(Q3 A "c" Q5)
(Q4 A "c" Q5)
(Q4 A "c" Q4)
(Q5 $ "" Q5)
(Q5 B "" Q5)
(Q5 A "" Q5)
(Q5 C "" Q5)))

(asgmain)

Productii generate − 196
Simboluri neterminale − 145
Simboluri terminale − 4



9. Programarea AS 67

*VT*=("" "c" "a" "b")
Simboluri productive+terminale − 19
Simboluri neproductive − 131
Gramatica simpli�cata − 19 productii
0. (S A144)
1. (A60 "")
2. (A100 "")
3. (A30 "")
4. (A142 "")
5. (A88 "c")
6. (A98 "c")
7. (A96 "c")
8. (A18 "b")
9. (A87 "c")
10. (A97 "b" A97 A18)
11. (A97 "b")
12. (A143 "a" A102 A60)
13. (A90 "a" A90 A88)
14. (A102 "a" A90 A98)
15. (A102 "a" A102 A100)
16. (A90 "b" A97 A87)
17. (A102 "b" A97 A96)
18. (A144 A143 A142)
Gramatica alpha−simpli�cata − 19 productii
0. (S A)
1. (N "")
2. (M "")
3. (L "")
4. (K "")
5. (J "c")
6. (I "c")
7. (H "c")
8. (G "b")
9. (F "c")
10. (E "b" E G)
11. (E "b")
12. (B "a" C N)
13. (D "a" D J)
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14. (C "a" D I)
15. (C "a" C M)
16. (D "b" E F)
17. (C "b" E H)
18. (A B K)

Drept exemplu am luat automatul (versiunea ASV obt
,
inut�a la

convertirea ASF ��n ASV ) care recunoas
,
te limbajul Li2jk = {aib2jck|

i ≥ k ≥ 1, j ≥ 1}. �In Figura 22 inser�am gramatica obt
,
inut�a ��n

rezultatul convertirii s
,
i simpli�cat�a prin eliminarea simbolurile nepro-

ductive.

Gi2jk = (VN , VT , P, S),
VN = {S,A,B,C,D,E, F,H, I, J,K, L,M,N},
VT = {a, b, c}, P = {
0. S → A 1. N → ε 2. M → ε 3. L→ ε
4. K → ε 5. J → c 6. I → c 7. H → c
8. G→ b 9. F → c 10. E → bEG 11. E → b
12. B → aCN 13. D → aDJ 14. C → aDI 15. C → aCM
16. D → bEF 17. C → bEH 18. A→ BK }

Figura 22: Gramatica Gi2jk.

Dup�a eliminarea ε-product
,
iilor s

,
i substituirea neterminalelor de

unic�a folosint
,
�a obt

,
inem gramatica din Figura 23 (a), iar dup�a fac-

torizarea product
,
iilor comune pentru neterminalele C s

,
i D, obt

,
inem

gramatica din Figura 23 (b).

S�a ne convingem c�a L(G) = Li2jk. Mai ��nt�ai observ�am c�a E
∗

=⇒
b2j+1, j ≥ 0. Pentru neterminaul D obt

,
inem:

1) D =⇒ bEc
∗

=⇒ bb2j+1c, j ≥ 0 sau D
∗

=⇒ b2jc, j ≥ 1.

2) D =⇒ aDc
∗

=⇒ akDck
∗

=⇒ akb2jcck = akb2jck+1, k ≥ 1, j ≥ 1.
�Imbin�and 1) cu 2) obt

,
inem: D

∗
=⇒ akb2jck+1, k ≥ 0, j ≥ 1.

Pentru neterminalul C obt
,
inem:
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0. S → aC
1. C → aC
2. C → aDc
3. C → bEc
4. D → aDc
5. D → bEc
6. E → bEb
7. E → b

(a)

0. S → aC
1. C → aC
2. C → D
3. D → aDc
4. D → bEc
5. E → bEb
6. E → b

(b)

Figura 23: Transform�ari echivalente
asupra gramaticii Gi2jk

1) C =⇒ D
∗

=⇒ akb2jck+1, k ≥ 0, j ≥ 1.

2) C =⇒ aC
∗

=⇒ aiC
∗

=⇒ aiakb2jck+1 = ai+kb2jck+1, i ≥ 1, j ≥
1, k ≥ 0.
�Imbin�and 1) cu 2) obt

,
inem: C

∗
=⇒ ai+kb2jck+1, i ≥ 0, j ≥ 1, k ≥ 0. �In

�nal, S =⇒ aC
∗

=⇒ aai+kb2jck+1 = ai+k+1b2jck+1, i ≥ 0, j ≥ 1, k ≥ 0
sau S

∗
=⇒ ai+kb2jck, i ≥ 0, j ≥ 1, k ≥ 1. Evident, i+ k ≥ k.

10. Notit,e bibliogra�ce

Automatele cu memorie stiv�a pentru prima dat�a au fost ment
,
iona-

te ��n lucrarea [14], �ind propuse ca mecanism pentru implementa-
rea analizoarelor sintactice. Aplicat

,
iii analogice sunt expuse s

,
i ��n

lucrarea [17]. Echivalent
,
a gramaticilor independente de context s

,
i a

automatelor cu memorie stiv�a a fost demonstrat�a ��n [15, 16]. Alte
(mai multe) aspecte, propriet�at

,
i s

,
i exercit

,
ii pentru AS ��nt�alnim ��n

[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 13, 9, 12]
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11. Probleme s, i exercit, ii

1. Fie x un s
,
ir arbitrar peste Σ={a, b}, x ∈ Σ∗. S�a not�am prin na(x)

num�arul de simboluri �a�, iar prin nb(x) - num�arul de simboluri �b�
din x. S�a se construiasc�a AS care accept�a prin stiv�a vid�a limbajul:

(a) Lba1= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = na(x) + 1}
(b) Lb2a= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = 2na(x)}
(c) Lb3a= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = 3na(x)}
(d) L2ab3a= {x|x ∈ {a, b}∗, 2na(x) ≤ nb(x) ≤ 3na(x)}

2. S�a se construiasc�a AS care accept�a prin stiv�a vid�a limbajul:
Lnm= {x|x ∈ {a, b}∗, x = anbm, n ≥ 0, 2n ≤ m ≤ 3n.

3. Pentru automatul de�nit mai jos s�a se construiasc�a automatul echi-
valent ��n form�a atomar�a.
AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2, q3},Σ = {a, b},Γ = {$, A},

δ(q0, $, a)={(q1, AAA$)}, δ(q0, $, ε)={(q3, ε)},
δ(q1, A, a)={(q1, AAAA)}, δ(q1, A, b)={(q2, ε)},
δ(q2, A, b)={(q2, ε), (q3, ε)}, δ(q3, A, ε)={(q3, ε)},
δ(q3, $, ε)={(q3, ε)}.

4. (a) S�a se construiasc�a algoritmul de convertire a ASV ��n ASF
echivalent.

(b) S�a se construiasc�a aplic�and acest algoritm ASF pentru auto-
matul:
AS=(Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q={q0, q1, q2},Σ={a, b},Γ={$, A},

δ(q0, $, a)={(q0, A)}, δ(q0, A, a)={(q0, AA)},
δ(q0, A, b)={(q1, ε))}, δ(q1, A, b)={(q1, ε)},
δ(q1, A, ε)={(q1, ε))}.

5. (a) Pentru ASV de�nit mai jos s�a se construiasc�a, aplic�and al-
goritmul ASG, gramatica echivalent�a.

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q0, AAA$)}, δ(q0, A, b)={(q0, ε)},
δ(q0, $, ε)={(q0, ε)}.
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(b) S�a se simpli�ce gramatica construit�a s
,
i s�a se determine struc-

tura limbajului generat.

6. S�a se construiasc�a AS care accept�a limbajul:
Li<>j= {x|x ∈ {a, b}∗, x = aibj , i ≥ 0, j ≥ 0, i 6= j.

7. (a) S�a se construiasc�a AS determinist cu acceptare prin stiva
vid�a care recunoas

,
te limbajul:

L123 = {baibi|i ≥ 1} ∪ {bbaib2i|i ≥ 1} ∪ {bbbaib3i|i ≥ 1}.
S�a se reduc�a acest automat la Forma Normal�a.

(b) S�a se construiasc�a gramatica independent�a de context care
genereaz�a limbajul L123.

8. (a) S�a se construiasc�a, aplic�and algoritmul GAS, AS care ac-
cept�a limbajul expresiilor aritmetice generate de gramatica:
G = (VN , VT , P, S), VN = {S,E, T, F},
VT = {a,+, ∗, (, ), ; }, P ={

0. S → E; 1. E → E + T 2. E → T
3. T → F 4. T → T ∗ F 5. F → a
6. F → (E) }

S�a se arate toate con�gurat
,
iile de acceptare (impas) pentru

expresiile �a+ a ∗ a; � s
,
i �a+ a)�.

(b) Pentru acelas
,
i limbaj s�a se construiasc�a AS determinist cu

acceptare prin stiv�a vid�a. S�a se arate con�gurat
,
ia de accep-

tare (impas) pentru expresiile �a+ a ∗ a; � s
,
i �a+ a)�.

9. S�a se construiasc�a AS cu acceptare prin stiv�a vid�a pentru limbajul

L = {x|x ∈ {a, b}∗, x = x1x2, nb(x1) > na(x1)}. Prin na(x) am
notat num�arul de simboluri "a", iar prin nb(x) - num�arul de sim-
boluri "b" din x.

10. Este dat limbajul Lxx = {xx | x ∈ {0, 1}∗}. S�a se construiasc�a
ASxx cu acceptare prin stiv�a vid�a pentru limbajul Lxx, limbajul
complementar pentru Lxx.
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12. Lucr�ari practice

Lucrarea 1.

a) Construi�ti automatul cu memorie stiv�a determinist (ASD)
care accept�a limbajul L.

b) Pentru trei s
,
iruri arbitrare x1, x2 s

,
i x3 care apart

,
in lim-

bajului L(ASD) ar�ata�ti secven�tele de acceptare (q0, $, xi)
∗`

(q, ε, ε), i = 1, 2, 3.

1.1. L ={anbc2n−1 | n ≥ 1}
1.2. L ={an−1b2cn+1 | n ≥ 1}
1.3. L ={a2n−1bcn | n ≥ 1}.
1.4. L ={an−1bdcn | n ≥ 1}.
1.5. L ={a3ncn+3 | n ≥ 1}.
1.6. L ={a2n−1b2c | n ≥ 1}.
1.7. L ={anbac3n | n ≥ 1}.
1.8. L ={a2nbc2n−1 | n ≥ 1}.
1.9. L ={b3ncn+2 | n ≥ 1}.
1.10. L ={anbc2n+1 | n ≥ 1}.
1.11. L ={anbbc2n | n ≥ 1}.
1.12. L ={abanc2n | n ≥ 1}.
1.13. L ={b2n−1acn | n ≥ 1}.
1.14. L ={b3nadnc | n ≥ 1}.
1.15. L ={b3nca2n | n ≥ 1}.
1.16. L ={b2n+1ac2n | n ≥ 1}.
1.17. L ={bnac2n+1 | n ≥ 1}.
1.18. L ={bnc3n | n ≥ 1}.
1.19. L ={b3ncab2 | n ≥ 1}.
1.20. L ={b2n+1can+2 | n ≥ 1}.
1.21. L ={bn+3aban+2 | n ≥ 1}.
1.22. L ={b3n+1cn | n ≥ 1}.
1.23. L ={b2n−1ca2n+1 | n ≥ 1}.
1.24. L ={bn+1cba2n+1 | n ≥ 1}.
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1.25. L ={b3ncn+1 | n ≥ 1}.

Lucrarea 2.

Este dat automatul AS cu acceptare prin stiv�a vid�a.

a) Construi�ti aplic�and algoritmul ASG gramatica independent�a
de context G echivalent�a.

b) Simpli�ca�ti gramatica G �si determina�ti structura limbajului
L(G).

2.1. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q1, A)}, δ(q1, A, a)={(q1, AA)},
δ(q1, A, b)={(q2, A)}, δ(q2, A, a)={(q2, ε)}.

2.2. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,B,C},
δ(q0, $, a)={(q0, A$), δ(q0, A, b)={(q0, B)},
δ(q0, B, c)={(q0, C)}, δ(q0, C, a)={(q1, ε)},
δ(q1, $, a)={(q1, ε), (q1, $)}.

2.3. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {b, c},Γ = {$, B},
δ(q0, $, b)={(q1, BB)}, δ(q1, B, b)={(q1, BB)},
δ(q1, B, c)={(q2, ε)}, δ(q2, B, c)={(q2, ε)},

2.4. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, b)={(q1, $)}, δ(q1, $, a)={(q1, A)},
δ(q1, A, a)={(q1, AA)}, δ(q1, A, b)={(q2, A)},
δ(q2, A, a)={(q2, ε)},

2.5. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, c},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, a)={(q1, A)},
δ(q1, A, c)={(q1, ε)}, δ(q1, $, a)={(q1, ε), (q1, $)},

2.6. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
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Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b, d},Γ = {$},
δ(q0, $, a)={(q1, $), (q3, ε)}, δ(q1, $, d)={(q2, $)},
δ(q2, $, b)={(q3, ε)}, δ(q2, $, d)={(q3, $)},
δ(q3, $, b)={(q3, ε)},

2.7. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q0, A)}, δ(q0, A, a)={(q0, AA)},
δ(q0, A, b)={(q1, ε)}, δ(q1, A, b)={(q1, ε), (q2, ε)},
δ(q2, A, ε)={(q2, ε)}.

2.8. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {c, d},Γ = {$, A,C,D},
δ(q0, $, d)={(q0, D$)}, δ(q0, D, a)={(q0, A)},
δ(q0, A, c)={(q0, C)}, δ(q0, C, d)={(q1, ε)},
δ(q1, $, d)={(q1, ε), (q1, $)}.

2.9. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,B,C},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, b)={(q0, B)},
δ(q0, B, c)={(q1, C), (q2, ε)}, δ(q1, C, a)={(q0, A)},
δ(q2, $, ε)={(q2, ε)}.

2.10. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q0, A)}, δ(q0, A, a)={(q0, AA)},
δ(q0, A, b)={(q1, ε), (q1, $)}, δ(q1, A, b)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, $), (q1, ε)}.

2.11. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,B,C},
δ(q0, $, b)={(q0, B$)}, δ(q0, B, a)={(q0, A)},
δ(q0, A, c)={(q0, C)}, δ(q0, C, b)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, ε), (q1, $)},

2.12. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},
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δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, b)={(q1, B), (q1, ε)},
δ(q1, B, a)={(q0, A)}, δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}.

2.13. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, d},Γ = {$, A,B,D},
δ(q0, $, d)={(q0, D)}, δ(q0, $, a)={(q1, AB},
δ(q0, D, d)={(q0, ε), (q0, $)}, δ(q1, A, a)={(q1, ε)},
δ(q1, B, b)={(q1, ε)}.

2.14. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,B}.
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, b)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, $)}, δ(q1, $, c)={(q1, $)},
δ(q1, $, a)={(q1, ε)}.

2.15. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, a)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, B)}, δ(q1, B, b)={(q1, B), (q1, ε)}.

2.16. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b, d},Γ = {$, D},
δ(q0, $, a)={(q1, $), (q1, ε)}, δ(q1, $, d)={(q1, D),
δ(q1, D, d)={(q1, DD)}, δ(q1, D, b)={(q2, ε)},
δ(q2, D, b)={(q2, ε)}.

2.17. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, c, d},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, d)={(q1, ε)},
δ(q1, $, d)={(q1, $)}, δ(q1, $, c)={(q1, $)},
δ(q1, $, a)={(q1, ε)}.

2.18. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A,C},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, a)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, $)}, δ(q1, $, c)={(q1, C)},
δ(q1, C, c)={(q1, ε)}.
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2.19. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b, c},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q1, A)}, δ(q1, A, a)={(q1, AA)},
δ(q1, A, b)={(q2, AA)}, δ(q2, A, c)={(q2, ε)}.

2.20. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {b, c, d},Γ = {$, B,D},
δ(q0, $, b)={(q0, B$},) δ(q0, B, d)={(q0, D),
δ(q0, D, d)={(q0, D), δ(q0, D, c)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q1, ε)}.

2.21. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c, d},Γ = {$, B},
δ(q0, $, b)={(q0, B$}, δ(q0, B, d)={(q1, ε)},
δ(q1, $, d)={(q1, $)}, δ(q1, $, c)={(q1, $)},
δ(q1, $, a)={(q1, ε)}.

2.22. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(q1, $)}, δ(q1, $, a)={(q1, A)},
δ(q1, A, a)={(q1, AA)}, δ(q1, A, b)={(q2, ε)},
δ(q2, A, b)={(q2, ε)}.

2.23. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, c, d},Γ = {$, A,D},
δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, d)={(q0, D),
δ(q0, D, d)={(q0, D), δ(q0, D, c)={(q1, ε)},
δ(q1, $, a)={(q1, ε)}.

2.24. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b, c},Γ = {$, B},
δ(q0, $, b)={(q0, B$}, δ(q0, B, a)={(q1, ε)},
δ(q1, $, a)={(q1, $)}, δ(q1, $, c)={(q1, $)},
δ(q1, $, b)={(q1, ε)}.

2.25. AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A},



13. Solut
,
ii, indicat

,
ii, r�aspunsuri 77

δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, A, a)={(q1, ε)},
δ(q1, $, b)={(q2, A)}, δ(q2, A, b)={(q1, $)},
δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}.

13. Solut, ii, indicat, ii, r�aspunsuri

1.(a) Lba1 = {x | x ∈ {a, b}∗, nb(x) = na(x) + 1}. Vom folosi modelul
automatului AS01 construit ��n Exemplul 4.1 care accept�a lim-
bajulL01 ={x |x ∈ {0, 1}∗, n0(x) = n1(x)}. Obt

,
inem automatul:

ASba1 = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},

δ(q0, $, a)={(q0, A$)}, δ(q0, $, b)={(q0, B$)},
δ(q0, A, a)={(q0, AA)}, δ(q0, A, b)={(q0, ε)},
δ(q0, B, b)={(q0, BB)}, δ(q0, B, a)={(q0, ε)},
δ(q0, B, ε)={(q1, ε)}, δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}.

Spre deosebie de AS01, orice s
,
ir acceptat de ASba1 trebuie s�a

cont
,
in�a cu un simbol �b� mai mult dec�at �a�. Astfel, ASba1

pentru orice s
,
ir corect va ajunje ��n con�gurt

,
ia (q0, B$, ε) s

,
i va

accepta prin ε-tranzit
,
iile: (q0, B$, ε) ` (q1, $, ε) ` (q1, ε, ε).

Ment
,
ion�am c�a automatul va accepta s

,
i s

,
irul x = b (na(x) = 0):

(q0, $, b) ` (q0, B$, ε) ` (q1, $, ε) ` (q1, ε, ε).

(b) Lb2a= {x|x ∈ {a, b}∗, na(x) ≥ 0, nb(x) = 2na(x)}. Vom folosi
ideile automatului din Exemplul 4.1. Dac�a �ecare �a� de pe
band�a se va substitui prin �aa�, problema se reduce la 4.1.
Acest procedeu se va realiza urm�arind act

,
iunile cu stiva. Pentru

�ecare con�gurat
,
ie corect�a trebuie s�a se ��ndeplineasc�a condit

,
ia:

nA(stiv�a)+2na(band�a)=nB(stiv�a)+nb(band�a). Inser�am mai jos
o variant�a a automatului.
ASb2a = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},

δ(q0, $, ε)={(q0, ε)}, δ(q0, $, a)={(q0, AA$)},
δ(q0, $, b)={(q0, B$)}, δ(q0, $, ε)={(q0, ε)},
δ(q0, A, a)={(q0, AAA)}, δ(q0, A, b)={(q0, ε)},
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δ(q0, B, b)={(q0, BB)}, δ(q0, B, a)={(q1, ε)},
δ(q1, B, ε)={(q0, ε)}, δ(q1, A, ε)={(q0, AA)},
δ(q1, $, ε)={(q0, A$)}.

Automatul funct
,
ioneaz�a simplu, dac�a simbolurile "a" preced

simbolurile "b". Pentru �ecare "a" de pe band�a ��n stiv�a se
va ��nregistra "AA". �In continuare, pentru �ecare "b" de pe
band�a se va s

,
terge un "A" din stiv�a. De exemplu, (q0, $, aabbbb)

` (q0, AA$, abbbb) ` (q0, AAAA$, bbbb
∗` (q0, $, ε) ` (q0, ε, ε).

Situat
,
ia se complic�a put

,
in, dac�a simboluri "b" apar ��naintea

simbolurilor "a". �In acest caz automatul trebuie s�a t
,
in�a cont de

aces
,
ti "b", ��nregistr�andu-i ��n stiv�a ca "B". �In continuare sim-

bolului "a" de pe band�a ar putea s�a-i corespund�a combinat
,
ia

"BB" din topul stivei. �In acest caz autoomatul va avansa, ci-
tind "a" s

,
i s

,
terg�and "BB". Dac�a ��n topul stivei g�asim "BA"

sau "B$", atunci simbolul "a" de pe band�a se va citi, iar ��n
stiva se va ��nregistra "AA" sau "A$" pentru a ment

,
ine balant

,
a

ment
,
ionat�a mai sus. De exemplu, (q0, $, bba) ` (q0, B$, ba) `

(q0, BB$, a) ` (q1, B$, ε) ` (q0, $, ε) ` (q0, ε, ε).

(c) Lb3a= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = 3na(x)}. Vom folosi procedeul
aplicat la solut

,
ionarea problemei 1(b). �In acest caz pentru �-

ecare con�gurat
,
ie corect�a trebuie s�a se ��ndeplineasc�a condit

,
ia:

nA(stiv�a) + 3na(band�a) = nB(stiv�a) + nb(band�a). Inser�am mai
jos automatul construit.
ASb3a = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},

δ(q0, $, a)={(q0, AAA$)}, δ(q0, $, a)={(q0, AA$)},
δ(q0, $, b)={(q0, B$)}, δ(q0, $, ε)={(q0, ε)},
δ(q0, A, a)={(q0, AAAA)}, δ(q0, A, b)={(q0, ε)},
δ(q0, B, b)={(q0, BB)}, δ(q0, B, a)={(q2, ε)},
δ(q2, B, ε)={(q1, )}, δ(q2, $, ε)={(q0, AA$)},
δ(q2, A, ε)={(q0, AAA)}, δ(q1, B, ε)={(q0, ε)},
δ(q0, B, a)={(q1, ε)}, δ(q1, A, ε)={(q0, AA)},
δ(q1, $, ε)={(q0, A$)},



13. Solut
,
ii, indicat

,
ii, r�aspunsuri 79

(d) L2ab3a= {x|x ∈ {a, b}∗, na(x) ≥ 0, 2na(x) ≤ nb(x) ≤ 3na(x)}.
Solut

,
ia se obt

,
ine prin compozit

,
ia nedeterminist�a a automatelor

construite pentru problemele 1(b) s
,
i 1(c). Aceasta este posibil

deoarece orice num�ar ��ntreg nb(x), 2na(x) ≤ nb(x) ≤ 3na(x),
na(x) ≥ 0, poate � reprezentat ca nb(x) = 2i + 3j, i, j ≥ 0.
S�a ment

,
ion�am c�a pentru 3na(x) ≤ nb(x) ≤ 5na(x), de exemplu,

aceast�a proprietate nu se ��ndeplines
,
te. Astfel, dac�a na(x) = 2

s
,
i nb(x) = 7, 6 ≤ 7 ≤ 10, dar 7 nu poate � reprezentat ca

7 = 3i+ 5j.

Inser�am mai jos automatul.
AS2ab3a = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2},Σ = {a, b},Γ = {$, A,B},

δ(q0, $, ε)={(q0, ε)}, δ(q0, $, a)={(q0, AAA$)},
δ(q0, $, a)={(q0, AA$)}, δ(q0, $, b)={(q0, B$)},
δ(q0, $, ε)={(q0, ε)}, δ(q0, A, a)={(q0, AAAA)},
δ(q0, A, b)={(q0, ε)}, δ(q0, B, b)={(q0, BB)},
δ(q0, B, a)={(q2, ε)}, δ(q2, B, ε)={(q1, )},
δ(q2, $, ε)={(q0, AA$)}, δ(q2, A, ε)={(q0, AAA)},
δ(q1, B, ε)={(q0, ε)}, δ(q0, B, a)={(q1, ε)},
δ(q1, A, ε)={(q0, AA)}, δ(q1, $, ε)={(q0, A$)}.

Inser�am mai jos rezultatele model�arii automatului aplic�and al-
goritmul din paragraful 9.
Pentru s

,
irul z = babbbbbbbbaaba (na = 4, nb = 10) se obt

,
in 6

con�gurat
,
ii de acceptare s

,
i 14 con�gurat

,
ii de impas. Exist�a 2

moduri de reprezentare a num�arului 10 sub forma 10 = 2·i+3·j:
10=2· 5+0· 3, 10=2· 2+2· 3. Se obt

,
in 6 con�gurat

,
ii de ac-

ces deoarece pentru automat este important�a s
,
i ordinea facto-

rilor: 1) 10=2+2+2+2+2, 2) 10=2+2+3+3, 3) 10=2+3+2+3,
4)10=2+3+3+2, 5) 10=3+ 2+3+2, 6) 10=3+3+2+2.

Modelarea automatului AS2ab3a

Automatul linearizat *AS*=
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0. (Q0 $ "" Q0)
1. (Q0 $ "a" Q0 A A A $)
2. (Q0 $ "a" Q0 A A $)
3. (Q0 $ "b" Q0 B $)
4. (Q0 A "a" Q0 A A A A)
5. (Q0 A "b" Q0)
6. (Q0 B "b" Q0 B B)
7. (Q0 B "a" Q2)
8. (Q2 B "" Q1)
9. (Q2 $ "" Q0 A A $)
10. (Q2 A "" Q0 A A A)
11. (Q1 B "" Q0)
12. (Q0 B "a" Q1)
13. (Q1 A "" Q0 A A)
14. (Q1 $ "" Q0 A $)

Sir acceptat z="babbbbbbbbaaba"
Con�guratii de acceptare pentru z="babbbbbbbbaaba"
(Q0 NIL "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 12 11 7 8 11 6 7 8 11 0))
(Q0 NIL "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 7 8 11 7 8 11 6 12 11 0))
(Q0 NIL "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 7 8 11 12 11 6 7 8 11 0))
(Q0 NIL "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 7 8 11 12 11 6 12 11 0))
(Q0 NIL "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 12 11 7 8 11 6 12 11 0))
(Q0 NIL "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 12 11 12 11 6 7 8 11 0))
Con�guratii de impas pentru z="babbbbbbbbaaba"
(Q0 (A $)""(3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 7 8 11 7 8 11 6 7 8 14))
(Q0 (A $) "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 7 8 11 12 11 6 7 8 14))
(Q0 (A $) "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 7 8 11 7 8 11 3 12 14))
(Q0 (A A $) "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 7 8 11 7 8 11 3 7 9))
(Q0 (A $) "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 12 11 7 8 11 6 7 8 14))
(Q0 (B $) "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 12 11 12 11 6 7 8 11))
(Q0 (B $) "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 12 11 7 8 11 6 12 11))
(Q0 (B $) "" (3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 7 8 11 12 11 6 12 11))
(Q0 NIL "ba" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 7 8 11 7 8 11 0))
(Q0 (B $) "" (3 7 9 5 5 3 6 6 6 6 6 12 11 12 11 6 12 11))
(Q0 (B B $)""(3 12 14 5 3 6 6 6 6 6 6 12 11 12 11 6 12 11))
(Q0 NIL "bbbbbbaaba" (3 7 9 5 5 0))
(Q0 NIL "bbbbbbbaaba" (3 12 14 5 0))
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(Q0 NIL "babbbbbbbbaaba" (0))

2. S�a se construiasc�a AS care accept�a prin stiv�a vid�a limbajul:
Lnm= {x|x ∈ {a, b}∗, x = anbm, n ≥ 0, 2n ≤ m ≤ 3n. Automatul
va funct

,
ina ��n mod nedeterminist baz�andu-se pe procedeul folosit

la exercit
,
iul 1(d). Inser�am mai jos automatul.

ASnm = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2, q3},Σ = {a, b},Γ = {$, A},

δ(q0, $, ε)={(q3, ε)}, δ(q0, $, a)={(q1, AAA$)},
δ(q0, $, a)={(q1, AA$)}, δ(q1, A, a)={(q1, AAAA)},
δ(q1, A, a)={(q1, AAA)}, δ(q1, A, ε)={(q2, A)},
δ(q2, A, b)={(q2, ε), (q3, ε)}, δ(q3, $, ε)={(q3, ε)}.

S�a aducem ��n continuare rezultatele model�arii automatului pentru
s
,
irul z = ”aaabbbbbbb”. Se obt

,
in 3 con�gurat

,
ii de acceptare s

,
i 67

con�gurat
,
ii de impas. Pentru con�gurat

,
iile de acceptare automatul

init
,
ial va ��nregistra ��n stiv�a 7 simboluri "A". Aceasta se poate face

��n 3 moduri diferite: 1)2+3+2, 2)2+2+3, 3)3+2+2.

Modelarea automatului ASnm

Automatul linearizat *AS*=
0. (Q0 $ "" Q3 $)
1. (Q0 $ "a" Q1 A A A $)
2. (Q0 $ "a" Q1 A A $)
3. (Q1 A "a" Q1 A A A A)
4. (Q1 A "a" Q1 A A A)
5. (Q1 A "" Q2 A)
6. (Q2 A "b" Q2)
7. (Q2 A "b" Q3)
8. (Q3 $ "" Q3)

Sir acceptat z="aaabbbbbbb"
Con�guratii de acceptare pentru z="aaabbbbbbb"
(Q3 NIL "" (2 3 4 5 6 6 6 6 6 6 7 8))
(Q3 NIL "" (2 4 3 5 6 6 6 6 6 6 7 8))
(Q3 NIL "" (1 4 4 5 6 6 6 6 6 6 7 8))
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Con�guratii de impas pentru z="aaabbbbbbb"
(Q2 (A $) "" (1 4 3 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "" (1 4 3 5 6 6 6 6 6 6 7))
(Q2 ($) "" (1 4 4 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q2 (A A $) "" (1 3 3 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A A $) "" (1 3 3 5 6 6 6 6 6 6 7))
(Q2 (A $) "" (1 3 4 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "" (1 3 4 5 6 6 6 6 6 6 7))
(Q2 ($) "" (2 4 3 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 NIL "b" (2 4 4 5 6 6 6 6 6 7 8))
(Q2 (A $) "" (2 3 3 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "" (2 3 3 5 6 6 6 6 6 6 7))
(Q2 ($) "" (2 3 4 5 6 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "b" (2 3 4 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "b" (2 3 3 5 6 6 6 6 6 7))
(Q2 ($) "b" (2 4 4 5 6 6 6 6 6 6))
(Q3 (A $) "b" (2 4 3 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "b" (1 3 4 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "b" (1 3 3 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A $) "b" (1 4 4 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "b" (1 4 3 5 6 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bb" (1 4 3 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bb" (1 4 4 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bb" (1 3 3 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bb" (1 3 4 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bb" (2 4 3 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A $) "bb" (2 4 4 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bb" (2 3 3 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bb" (2 3 4 5 6 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbb" (2 3 4 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbb" (2 3 3 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A $) "bbb" (2 4 4 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbb" (2 4 3 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbb" (1 3 4 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbb" (1 3 3 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbb" (1 4 4 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbb" (1 4 3 5 6 6 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbb" (1 4 3 5 6 6 7))
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(Q3 (A A A A $) "bbbb" (1 4 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbb" (1 3 3 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbb" (1 3 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbbb" (2 4 3 5 6 6 7))
(Q3 (A A A $) "bbbb" (2 4 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbb" (2 3 3 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbbb" (2 3 4 5 6 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbbb" (2 3 4 5 6 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbb" (2 3 3 5 6 7))
(Q3 (A A A A $) "bbbbb" (2 4 4 5 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbbb" (2 4 3 5 6 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbb" (1 3 4 5 6 7))
(Q3 (A A A A A A A $) "bbbbb" (1 3 3 5 6 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbbb" (1 4 4 5 6 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbb" (1 4 3 5 6 7))
(Q3 (A A A A A A A $) "bbbbbb" (1 4 3 5 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbbb" (1 4 4 5 7))
(Q3 (A A A A A A A A $) "bbbbbb" (1 3 3 5 7))
(Q3 (A A A A A A A $) "bbbbbb" (1 3 4 5 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbbb" (2 4 3 5 7))
(Q3 (A A A A A $) "bbbbbb" (2 4 4 5 7))
(Q3 (A A A A A A A $) "bbbbbb" (2 3 3 5 7))
(Q3 (A A A A A A $) "bbbbbb" (2 3 4 5 7))
(Q2 (A A A A A $) "abbbbbbb" (1 4 5))
(Q2 (A A A A A A $) "abbbbbbb" (1 3 5))
(Q2 (A A A A $) "abbbbbbb" (2 4 5))
(Q2 (A A A A A $) "abbbbbbb" (2 3 5))
(Q2 (A A $) "aabbbbbbb" (2 5))
(Q2 (A A A $) "aabbbbbbb" (1 5))
(Q3 NIL "aaabbbbbbb" (0 8))

3. Vom folosi procedeele propuse ��n capitolul 5.
AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $),
Q = {q0, q1, q2, q3, p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9, p10},
Σ = {a, b},Γ = {$, A},

δ(q0, ε, a)={(p1, ε)}, δ(p1, ε, ε)={(p2, A)},
δ(p2, ε, ε)={(p3, A)}, δ(p3, ε, ε)={(q1, A)},
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δ(q0, $, ε)={(q3, ε)}, δ(q1, ε, a)={(p4, ε)},
δ(p4, ε, ε)={(p5, A)}, δ(p5, ε, ε)={(p6, A)},
δ(p6, ε, ε)={(p7, A)}, δ(p7, ε, ε)={(q1, A)},
δ(q1, ε, b)={(p8, ε)}, δ(p8, A, ε)={(q2, ε)},
δ(q2, ε, b)={(p9, ε)}, δ(p9, A, ε)={(q2, ε)},
δ(q2, ε, b)={(p10, ε)}, δ(p10, A, ε)={(q3, ε)},
δ(q3, A, ε)={(q3, ε)}, δ(q3, $, ε)={(q3, ε)}.

4.(a) Conform de�nit
,
iei ASV , orice con�gurat

,
ie (qi, ε, ε) este o con-

�gurat
,
ie de acceptare, qi ∈ Q. Vom cere ca primul pas al

ASF construit s�a �e (q00,e, x) ASF
(q0, $e, x), unde q00 va �

starea init
,
ial�a, iar e - simbolul evident

,
iat al automatului con-

struit. Astfel, automatul ASF , model�and ASV , pentru orice
con�gurat

,
ie de acceptare a ASV va ajunje ��n con�gurat

,
ia

(q00,e, x) ASF
(q0, $e, x) ASV

∗ (qi,e, ε).
Pentru a accepta, ASF trebuie doar s�a treac�a ��n starea qf . Pre-
zent�am mai jos algoritmul.

Algoritmul 13.1 (Convertirea ASV ��n ASF .)

0. start
1. Este dat ASV = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $).

\* Vom construi ASF = (Q′,Σ,Γ′, δ′, q00,e, F ′) *\
2. Q′ := Q ∪ {q00, qf}, q00, qf /∈ Q
3. Γ′ := Γ ∪ {e}, e /∈ Γ
4. F ′ := {qf}
5. Construim δ′:
5.1. δ′ := {δ′(q00,e, ε) = {(q0, $e)}}
5.2. δ′ := δ′ ∪ δ
5.3. Pentru toate st�arile qi ∈ Q:

δ′ := δ′ ∪ {δ′(qi,e, ε) = {(qf , ε)}}
6. stop

(b) La construirea automatului ASF au fost eliminate semnele �′ �,
deoarece nu au ap�arut con�icte cu notat

,
iile ASV .

ASF = (Q,Σ,Γ, δ, q00,e, F ),
Q = {q00, q0, q1, q2, qf},Σ = {a, b},Γ = {$, A}, F = {qf},

δ(q00,e, ε)={(q0, $e)}, δ(q0, $, a)={(q0, A)},
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δ(q0, A, a)={(q0, AA)}, δ(q0, A, b)={(q1, ε))},
δ(q1, A, b)={(q1, ε)}, δ(q1, A, ε)={(q1, ε)},
δ(q0,e, ε)={(qf , ε)}, δ(q1,e, ε)={(qf , ε)}.

S�a ment
,
ion�am c�a pot exista variante ASF echivalente mai sim-

ple dec�at cel construit cu ajutorul algoritmului. De exemplu:
AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $, F ),
Q = {q0, q1},Σ = {a, b},Γ = {$, A}, F = {q1},

δ(q0, $, a)={(q0, A)}, δ(q0, A, a)={(q0, AA)},
δ(q0, A, b)={(q1, ε)}, δ(q1, A, b)={(q1, ε)}.

5. Pentru a aplica algoritmul ASG aducem mai ��nt�ai automatul dat
la forma normal�a, conform transform�arilor de�nite ��n paragraful 5
Prezent�am mai jos automatul obt

,
inut.

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0},Σ = {a, b},Γ = {$, A},
δ(q0, $, a)={(p1, A$)}, δ(p1, A, ε)={(p2, AA)},
δ(p2, A, ε)={(q0, AA)}, δ(q0, A, b)={(q0, ε)},
δ(q0, $, ε)={(q0, ε)}.

Rezultatele algoritmului ASG sunt inclise ��n Figura 24. Grama-
tica construit�a cont

,
ine 32 product

,
ii s

,
i 19 simboluri neterminale (14

simboluri neproductive). Dup�a eliminarea simbolurilor neproduc-
tive obt

,
inem:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C,D}, VT = {a, b}, P ={
0. S → C 1. C → aAC 2. A→ BD 3. B → DD
4. D → b 5. C → ε }

Aplic�am teorema substitut
,
iilor pentru B s

,
i D ��n product

,
iile 2,3,4.

Obt
,
inem:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,C}, VT = {a, b}, P ={
0. S → C 1. C → aAC 2. A→ bbb 3. C → ε}.

Observ�am c�a L(G) = {x | S ∗
=⇒x} = {x | C ∗

=⇒x}. Substituind C
prin S obt

,
inem ��n �nal:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A}, VT = {a, b}, P ={
0. S → aAS 1. A→ bbb 2. S → ε}.

Rezult�a c�a L(G) = {(abbb)i | i ≥ 0}.
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Funct
,
ia δ Product

,
iile generate Notat

,
ii

S → [q0$p2]
S → [q0$p1]
S → [q0$q0]

0.S → R
1.S → Q
2.S → C

[p1Aq0] − A
[p2Aq0] − B
[q0$q0] − C
[q0Aq0] − D
[q0Ap2] − E
[q0Ap1] − F
[p2Ap2] − G
[p2Ap1] − H
[p2$p2] − I
[p1$p2] − J
[p2$p1] − K
[p1$p1] − L
[p2$q0] − M
[p1Ap2] − N
[p1$q0] − O
[p1Ap1] − P
[q0$p1] − Q
[q0$p2] − R

δ(q0,$, a)=
{(p1, A$)}

[q0$q0]→ a[p1Aq0][q0$q0]
[q0$q0]→ a[p1Ap1][p1$q0]
[q0$q0]→ a[p1Ap2][p2$q0]
[q0$p1]→ a[p1Aq0][q0$p1]
[q0$p1]→a[p1Ap1][p1$p1]
[q0$p1]→a[p1Ap2][p2$p1]
[q0$p2]→a[p1Aq0][q0$p2]
[q0$p2]→a[p1Ap1][p1$p2]
[q0$p2]→a[p1Ap2][p2$p2]

3.C→ aAC
4.C→ aPO
5.C→aNM
6.Q→ aAQ
7.Q→ aPL
8.Q→ aNK
9.R→ aAR
10.R→ aPJ
11.R→ aNI

δ(p1,A,ε)=
{(p2,AA)}

[p1Aq0]→ [p2Aq0][q0Aq0]
[p1Aq0]→ [p2Ap1][p1Aq0]
[p1Aq0]→ [p2Ap2][p2Aq0]
[p1Ap1]→ [p2Aq0][q0Ap1]
[p1Ap1]→ [p2Ap1][p1Ap1]
[p1Ap1]→ [p2Ap2][p2Ap1]
[p1Ap2]→ [p2Aq0][q0Ap2]
[p1Ap2]→ [p2Ap1][p1Ap2]
[p1Ap2]→ [p2Ap2][p2Ap2]

12.A→ BD
13.A→ HA
14.A→ GB
15.P → BF
16.P → HP
17.P → GH
18.N → BE
19.N→ HN
20.N → GG

δ(p2,A,ε)=
{(q0,AA)}

[p2Aq0]→ [q0Aq0][q0Aq0]
[p2Aq0]→ [q0Ap1][p1Aq0]
[p2Aq0]→ [q0Ap2][p2Aq0]
[p2Ap1]→ [q0Aq0][q0Ap1]
[p2Ap1]→ [q0Ap1][p1Ap1]
[p2Ap1]→ [q0Ap2][p2Ap1]
[p2Ap2]→ [q0Aq0][q0Ap2]
[p2Ap2]→ [q0Ap1][p1Ap2]
[p2Ap2]→ [q0Ap2][p2Ap2]

21.B → DD
22.B → FA
23.B → EB
24.H → DF
25.H → FP
26.H→ EH
27.G→ DE
28.G→ FN
29.G→ EG

δ(q0, A, b)=
{(q0, ε)}

[q0Aq0]→ b 30.D → b

δ(q0, $, ε)=
{(q0, ε)}

[q0$q0]→ ε 31.C → ε

Figura 24: Algoritmul ASG.
Limbajul L(G) = {(abbb)i | i ≥ 0}.

6. S�a se construiasc�a AS care accept�a limbajul:
Lij= {x|x ∈ {a, b}∗, x = aibj , i ≥ 0, j ≥ 0, i 6= j}.
Construim mai ��nt�ai automatele AS pentru limbajele

Li>j= {x|x ∈ {a, b}∗, x = aibj , i > j, j ≥ 0, } s
,
i
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Lj>i= {x|x ∈ {a, b}∗, x = aibj , j > i, i ≥ 0, }, apoi prin
compozit

,
ie construim automatul �nal:

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1, q2, q3, qa, qb}, Σ = {a, b},
Γ = {$, A}.
δ(q0, $, ε)={(qa, $), (qb, $)}, δ(qa, $, a)={(qa, A$), (qa, $), (q1, $)},
δ(qa, A, a)={(qa, AA)}, δ(qa, A, b)={(q2, ε)},
δ(q2, A, b)={(q2, ε)}, δ(q2, A, ε)={(q1, ε},
δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}, δ(qb, $, a)={(qb, A$)},
δ(qb, $, b)={(q3, $)}, δ(qb, A, a)={(qb, AA)},
δ(qb, A, b)={(q3, ε)}, δ(q3, A, b)={(q3, $)},
δ(q3, $, b)={(q3, $), (q3, ε)}.

S�a ment
,
ion�am c�a automatul construit accept�a s

,
irurile x = ai, i ≥ 1

s
,
i x = bj , j ≥ 1.

7.(a) Construct
,
ia automatului este destul de transparent�a: ��n depen-

dent
,
�a de pre�xul s

,
irului ("b", "bb" sau "bbb") se alege una din

3 alternative caracterizate prin st�arile q1b, q2b, q3b. Inser�am mai
jos automatul construit.

AS123 = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1b, q2b, q3b, q1}, Σ = {a, b}
Γ = {$, A},
δ(q0, $, b)={(q1b, $)} δ(q1b, $, b)={(q2b, $)}
δ(q2b, $, b)={(q3b, $)} δ(q1b, $, a)={(q1b, A$)}
δ(q1b, A, a)={(q1b, AA)} δ(q1b, A, b)={(q1, ε)}
δ(q2b, $, a)={(q2b, AA$)} δ(q2b, A, a)={(q2b, AAA)}
δ(q2b, A, b)={(q1, ε)} δ(q3b, $, a)={(q3b, AAA$)}
δ(q3b, A, a)={(q3b, AAAA)} δ(q3b, A, b)={(q1, ε)}
δ(q1, A, b)={(q1, ε)}) δ(q1, $, ε)={(q1, ε)}.

Pentru a obt
,
ine Forma Normal�a substituim

δ(q2b, $, a)={(q2b, AA$)} s
,
i δ(q2b, A, a)={(q2b, AAA)} prin:

δ(q2b, $, a)={(p2, A$)},
δ(q2b, A, a)={(p2, AA)},
δ(p2, A, ε)={(q2b, AA)},
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iar
δ(q3b, $, a)={(q3b, AAA$)} s

,
i δ(q3b, A, a)={(q3b, AAAA)} prin:

δ(q3b, $, a)={(p3, A$)},
δ(q3b, A, a)={(p3, AA)},
δ(p3, A, ε)={(p4, AA)},
δ(p4, A, ε)={(q3b, AA)}.

(b) Construct
,
ia gramaticii este la fel de transparent�a. Prezent�am

mai jos gramatica.

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C}, VT = {a, b}, P ={
0. S → bA 1. S → bbB 2. S → bbbC 3. A→ ab
4. A→ aAb 5. B → abb 6. B → aBbb 7. C → abbb
8. C → aCbbb }

Se poate construi gramatica echivalent�a aplic�and algoritmul
ASG asupra Formei Normale a automatului AS123. Algoritmul
ASG genereaz�a o gramatic�a cu 613 product

,
ii s

,
i 130 simboluri

neterminale. Dup�a eliminarea simbolurilor neproductive (117
simboluri) se obt

,
ine o gramatic�a mai simpl�a (doar 18 product

,
ii

s
,
i 13 neterminale):

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K,L},
VT = {a, b}, P ={

0. S → A 1. L→ ε 2. K → b 3. J → b
4. J → aHK 5. I → JK 6. H → IK 7. G→ aHL
8. F → b 9. F → aEK 10. E → FK 11. D → aEL
12. C → b 13. C → aCK 14. B → aCL 15. D → bG
16. B → bD 17. A→ bB}

Dup�a eliminarea ε-product
,
iei 1. L → ε s

,
i efectuarea unei serii

de substitut
,
ii s

,
i elimin�ari ale simbolurilor inaccesibile obt

,
inem

gramatica: G = (VN , VT , P, S), VN = {S,C, F, J},
VT = {a, b}, P ={
0. S → bbbaJbb 1. S → bbaFb 2. S → baC 3. J → aJbbb
4. J → b 5. F → aFbb 6. F → b 7. C → aCb
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8. C → b }

Se observ�a us
,
or c�a L(G) = L123.

8.(a) Alic�and algoritmul GAS construim ASE :

ASE = (Q,Σ,Γ, δ, q0, S), Q = {q0},
Σ = {”a”, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”; ”},
Γ = {S,E, T, F, a, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”;”},
δ(q0, ”a”, ”a”)={(q0, ε)} δ(q0, ”+”, ”+”)={(q0, ε)}
δ(q0, ”∗”, ”∗”)={(q0, ε)} δ(q0, ”(”, ”(”)={(q0, ε)}
δ(q0, ”(”, ”)”)={(q0, ε)} δ(q0, ”;”, ”;”)={(q0, ε)}

δ(q0, S, ε)={(q0, E ”;”)}
δ(q0, E, ε)={(q0, E ”+” T ), (q0, T )}
δ(q0, T, ε)={(q0, T ”∗” F ), (q0, F )}
δ(q0, F, ε)={(q0, a), (q0, ”(” E ”)”)}.

Am folosit ghilimelele ”” pentru a nu confunda simbolurile din
Σ cu simbolurile utilizate la descrierea automatului, de exemplu,
parantezele.

Datorit�a faptului c�a gramatica nu cont
,
ine ε-product

,
ii, adic�a

gramatica este nedescresc�atoare, exist�a un num�ar �nit de de-
riv�ari (con�gurat

,
ii) distincte de lungime mai mic�a sau egal�a cu

lungimea expresiei analizate. Astfel, ��n calitate de criteriu su-
plimentar pentru oprire vom folosi s

,
i lungimea con�gurat

,
iilor.

Pentru comoditate vom folosi varianta linearizat�a a automatului
(paragraful 9). Astfel, ASE se reduce la:

ASE = (Q,Σ,Γ, δ, q0, S), Q = {q0},
Σ = {”a”, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”;”},
Γ = {S,E, T, F, ”a”, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”;”},
0. δ(q0, ”a”, ”a”)=(q0, ε) 1. δ(q0, ”+”, ”+”)=(q0, ε)
2. δ(q0, ”∗”, ”∗”)=(q0, ε) 3. δ(q0, ”(”, ”(”)=(q0, ε)
4. δ(q0, ”)”, ”)”)=(q0, ε) 5. δ(q0, ”;”, ”;”)=(q0, ε)
6. δ(q0, S, ε)=(q0, E ”;”) 7. δ(q0, E, ε)=(q0, E ”+” T )
8. δ(q0, E, ε)=(q0, T ) 9. δ(q0, T, ε)=(q0, T ”∗” F )
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10. δ(q0, T, ε)=(q0, F ) 11. δ(q0, F, ε)=(q0, ”a”)
12. δ(q0, F, ε)=(q0, ”(” E ”)”).

Pentru expresia "a + a ∗ a;" avem |a + a ∗ a;|= 6. La mode-
lare vom obt

,
ine 23 secvent

,
e de con�gurat

,
ii posibile, 22 din-

tre care vor corespunde situat
,
iilor de impas. Putem reprezenta

aceste secvent
,
e sub forma unui arbore (Figura 25), unde no-

durile terminale corespund situat
,
iilor de impas (notate prin i)

s
,
i de acceptare (notate prin a). Celelalte noduri marcheaz�a
o tranzit

,
ie a automatului. Astfel, �ecare drum, pornind de la

r�ad�acin�a s
,
i termin�and cu un nod terminal, reprezint�a o secvent

,
�a

de con�gurat
,
ii posibile de lungime mai mic�a sau egal�a cu 6.

Vom nota mai jos prin i aplicarea tranzit
,
iei cu num�arul i. De

exemplu, drumul 6,7,8,10,11,0,1,10,12 corespunde secvent
,
ei de

con�gurat
,
ii:

(q0, S, ”a+ a ∗ a;”) 6 (q0, E ”;”, ”a+ a ∗ a;”) 7

(q0, E T ”;”, ”a+ a ∗ a;”) 8 (q0, T ”+” T ”;”, ”a+ a ∗ a;”) 10

(q0, F ”+” T ”;”, ”a+a ∗ a;”) 11 (q0, ”a+” T ”;”, ”a+a ∗ a;”) 0

(q0, ”+” T ”;”, ”+a ∗ a;”) 1 (q0, T ”;”, ”a ∗ a;”) 10

(q0, F ”;”, ”a ∗ a;”) 12 (q0, ”(” E ”);”, ”a ∗ a;”) - impas,

iar drumul 6,7,8,10,11,0,1,9,10,11,0,2,11,0,5 - secvent
,
ei:

(q0, S, ”a+ a ∗ a; ”) 6 (q0, E ”;”, ”a+ a ∗ a; ”) 7

(q0, E ”+”T ”;”, ”a+ a ∗ a; ”) 8 (q0, T ”+”T ”;”, ”a+ a ∗ a; ”) 10

(q0, F ”+” T ”;”, ”a+ a ∗ a; ”) 11 (q0, ”a+” T ”;”, ”a+ a ∗ a; ”) 0

(q0, ”+” T ”;”, ”+ a ∗ a; ”) 1 (q0, T ; , ”a ∗ a; ”) 9

(q0, T ”∗” F ; , ”a ∗ a; ”) 10 (q0, F ”∗” F ; , ”a ∗ a; ”) 11

(q0, ”a ∗” F ; , ”a ∗ a; ”) 0 (q0, ”∗” F ; , ” ∗ a; ”) 2

(q0, F ”;”, ”a; ”) 11 (q0, ”a;”, ”a; ”) 0

(q0, ”;”, ”; ”) 5 (q0, ε, ε) - acceptare.

Dac�a vom considera ��n continuare o expresie gres
,
it�a, de exem-

plu, a + a), vom obt
,
ine un arbore (Figura 26) cu 11 secvent

,
e,

toate corespunz�and situat
,
iilor de impas.
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6

7

7

7

i
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i
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Figura 25: Arborele con�gurat
,
iilor ASE pentru expresia a+ a ∗ a;.
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6

7

7

i 8

9

i

10

11

0

1

9

i

10

11

0

i

12

i

12

i

8

9

9

i
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11

0

i

12

i

10

11

0

i
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i

Figura 26: Arborele con�gurat
,
iilor ASE pentru expresia a+ a).
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Pentru a ne convinge c�a acest proces de modelare este foarte
anevoios, s�a mai examin�am o expresie, relativ simpl�a, a∗(a+a);.
Pentru aceast�a expresie la modelare se va obt

,
ine un arbore cu

47 secvent
,
e (46 - impas), Figura 27.

(b) Pentru a construi varianta determinist�a, care nu ��ntotdeauna
exist�a, vom transforma put

,
in gramatica expresiilor elimin�and

recursia st�ang�a cu implicarea ε-product
,
iilor. Obt

,
inem:

G = (VN , VT , P, S), VN = {S,E, T, F,X, Y },
VT = {a,+, ∗, (, ), ; }, P ={

0. S → E; 1. E → TX
2. X → ε 3. X → +TX
4. T → FY 5. Y → ε
6. Y → ∗FY 7. F → a
8. F → (E) }

Aplic�and procedee asem�an�atoare cu cele explicate ��n Exemplul
8.1, construim:

ASE = (Q,Σ,Γ, δ, q0, S), Q = {q0}, Σ = {”a”, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”;”},
Γ = {S,E, T, F,X, Y, ”a”, ”+”, ”∗”, ”(”, ”)”, ”;”},
0. δ(q0, S, ε)=(q0, E; ) 1. δ(q0, E, ”a”)=(q0, Y X)
2. δ(q0, E, ”(”)=(q0, E ”)” Y X) 3. δ(q0, T, ”a”)=(q0, Y )
4. δ(q0, T, ”(”)=(q0, E ”(” Y ) 5. δ(q0, F, ”(”)=(q0, E ”(”)
6. δ(q0, F, ”a”)=(q0, ε) 7. δ(q0, Y, ”∗”)=(q0, FY )
8. δ(q0, Y, ”;”)=(q1, ε) 9. δ(q0, Y, ”+”)=(q2, ε)
10. δ(q0, Y, ”)”)=(q3, ε) 11. δ(q1, ”;”, ε)=(q1, ε)
12. δ(q1, X, ε)=(q1, ε) 13. δ(q2, X, ε)=(q0, TX)
14. δ(q3, X, ε)=(q4, ε) 15. δ(q4, ”)”, ε)=(q0, ε).

Astfel,
� pentru expresia "a + a ∗ a;" exist�a o singur�a secvent

,
�a de

acceptare:
0,1,9,13,3,7,6,8,12,11

� pentru "a+ a)" - o singur�a secvent
,
�a de impas:

0,1,9,13
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6
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Figura 27: Arborele con�gurat
,
iilor ASE pentru expresia a ∗ (a+ a);
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� pentru "a ∗ (a+ a);" - o singur�a secvent
,
�a de acceptare:

0,1,7,5,1,9,13,3,10,14,15,8,12,11

9. S�a se construiasc�a AS cu acceptare prin stiv�a vid�a pentru limbajul

L = {x|x ∈ {a, b}∗, x = x1x2, nb(x1) > na(x1)}. Vom nota prin
na(x) num�arul de simboluri "a", iar prin nb(x) - num�arul de sim-
boluri "b" din x.

Observ�am c�a limbajul L cont
,
ine toate s

,
irurile diferite de ε peste

{a, b} care au cel put
,
in un pre�x cu mai mult

,
i "b" dec�at "a". De

exemplu, s
,
irurile "b", "abb", "abba","abbbabba" apart

,
in limbajului,

iar s
,
irurile "ab", "aaa", "abababab" nu apart

,
in. S

,
irul "abbbabba"

cont
,
ine 5 pre�xe cu proprietatea ment

,
ionat�a: "abb", "abbb",

"abbbab", "abbbabb", "abbbabba". Ultimul pre�x este chiar s
,
irul

dat.

Prezent�am mai jos AS astfel construit.

AS = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1, q2}, Σ = {a, b}, Γ = {$, A},
δ(q0, $, b) ={(q1, $)}, δ(q0, $, a) ={(q2, A$)},
δ(q1, $, a) ={(q1, $), (q1, ε)}, δ(q1, $, b) ={(q1, $), (q1, ε)},
δ(q1, $, ε) ={(q1, ε)}, δ(q2, A, a) ={(q2, AA)},
δ(q2, A, b) ={(q2, ε)}, δ(q2, $, b) ={(q1, $)},
δ(q2, $, a) ={(q2, A$)}.

Dac�a s
,
irul x ��ncepe cu "b", atunci x apart

,
ine limbajului, automatul

trece ��n starea q1 s
,
i citeste toate simbolurile "a" s

,
i "b" r�amase pe

band�a f�ar�a nici o veri�care. �In caz contrar, automatul va ��nregistra
��n stiv�a "A" pentru �ecare "a" citit de pe band�a s

,
i va s

,
terge un

"A" pentru �ecare "b" de pe band�a. Astfel, dac�a num�arul de
"b" dep�as

,
es

,
te num�arul de "a", automatul va ajunje ��n con�gurat

,
ia

(q2, $, bx) s
,
i revine la regimul de citire a simbolurilor "a" s

,
i "b"

r�amase pe band�a.

10. Conform de�nit
,
iei Lxx={0, 1}∗ \ Lxx. Fie v un s

,
ir arbitrar peste

{0, 1}∗. Dac�a lungimea lui v, |v|, este num�ar impar, atunci v
apart

,
ine limbajului Lxx. Automatul garanteaz�a aceste accept�ari
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prin utilizarea repetat�a a starilor q1 s
,
i q2. De exemplu, (q0, $, 01110)

` (q1, $, 01110) ` (q2, $, 1110) ` (q1, $, 110) ` (q2, $, 10) ` (q1, $, 0)

` (q1, ε, ε).

Dac�a |v| este num�ar par, |v|=2n, n ≥ 1, atunci v poate � re-
prezentat ca v=v1v2, |v1| = |v2| = n. Pentru ca v sa apart

,
in�a

limbajului Lxx este necesar ca v1 6= v2. Asta ��nseamn�a c�a exist�a
cel put

,
in o pozit

,
ie i, 1 ≤ i ≤ n, pentru care v1 = v11 0v12, iar

v2 = v21 1v22 (sau invers, v1 = v11 1v12, iar v2 = v21 0v22), unde
|v11| = |v21| = i − 1, |v12| = |v22| = n − i. Scopul ASxx const�a ��n
a g�asi, funct

,
ion�and ��n mod nedeterminist, as

,
a o pozit

,
ie. Dac�a as

,
a

pozit
,
ie exist�a, s

,
irul v apart

,
ine limbajului Lxx, ��n caz contrar - nu

apart
,
ine.

S�a not�am prin b un simbol arbitrar din {0, 1}. ASxx trebuie s�a
veri�ce dac�a s

,
irul v are, de exemplu, forma:

v = v1v2 = v11 0v12v21 1v22 .
Schematic

v = b . . . b

i−1

0 b . . . b

n−i

b . . . b

i−1

1 b . . . b

n−i

Schema funct
,
ion�arii automatului:

1. Alege ��n mod nedeterminist pozit
,
ia i, 1 ≤ i ≤ n.

2. Cites
,
te i − 1 simboluri de pe band�a s

,
i ��nregistreaz�a i − 1

simboluri "A" ��n stiv�a. Starea curent�a a benzii devine:
0 b . . . b

n−i

b . . . b

i−1

1 b . . . b

n−i

3. Cites
,
te 0 de pe band�a f�ar�a a modi�ca stiva. Starea curent�a

a benzii devine:
b . . . b

n−i

b . . . b

i−1

1 b . . . b

n−i

4. Cites
,
te i − 1 simboluri de pe band�a s

,
i s

,
terge i − 1 simboluri

"A" din stiv�a. De ment
,
ionat c�a i nu poate � mai mare ca n.

Starea curent�a a benzii devine:
b . . . b

n−i

1 b . . . b

n−i
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5. Veri�c�a, utiliz�and procedeul folosit la recunoas
,
terea palin-

droamelor, dac�a mijlocul s
,
irului r�amas pe band�a este 1.

Inser�am mai jos ASxx s
,
i reprezentarea lui gra�c�a (Figura 28).

q2 q1 q0 q3 q6

q4

q7

q5

q8

$, b→ $

$, b→ ε

$,1→ε

$,0→ε

$,b→A $

A,b→AA

$,ε→$ $,ε→$

A
,0
→
A

$,
0→

$

A
,1→

A

$,1→
$

$,b→A$

$,b→A$

$,
0→
ε

$,1→
ε

A
,1
→
ε

A
,0→

ε

A,b→AA

A,b→AA

A,b→ε
$,b→ε

A,b→ε

A,b→ε

Figura 28: Reprezentarea gra�c�a a AS pentru Lxx

ASxx = (Q,Σ,Γ, δ, q0, $), Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8},
Σ = {0, 1}, Γ = {$, A},
δ(q0, $, ε) ={(q1, $), (q3, $)}, δ(q1, $, 0)={(q1, ε)(q2, $)},
δ(q1, $, 1)={(q1, ε)(q2, $)},) δ(q2, $, 0)={(q1, $)},
δ(q2, $, 1)={(q1, $)}, δ(q3, $, 0)={(q3, A$)(q4, $)},
δ(q3, $, 1)={(q3, A$)(q7, $)}, δ(q3, A, 0)={(q3, AA)(q4, A)},
δ(q3, A, 1)={(q3, AA)(q7, A)}, δ(q4, A, 1)={(q4, ε, )},
δ(q4, A, 0)={(q4, ε)}, δ(q4, $, 0)={(q5, A$)},



98 13. Solut
,
ii, indicat

,
ii, r�aspunsuri

δ(q4, $, 1)={(q5, A$), (q6, ε)}, δ(q7, A, 0)={(q7, ε)},
δ(q7, A, 1)={(q7, ε)}, δ(q7, $, 1)={(q8, A$)},
δ(q7, $, 0)={(q8, A$), (q6, ε)}, δ(q5, A, 0)={(q5, AA)},
δ(q5, A, 1)={(q5, AA), (q6, ε)}, δ(q8, A, 1)={(q8, AA)},
δ(q8, A, 0)={(q8, AA), (q6, ε)}, δ(q6, A, 0)={(q6, ε)},
δ(q6, A, 1)={(q6, ε)}, δ(q6, $, 0)={(q6, ε)},
δ(q6, $, 1)={(q6, ε)}.

S�a urm�arim ��n continuare con�gurat
,
iile de acceptare pentru s

,
irurile

z1 = 011010 s
,
i z2 = 010011 .

• (q0, $, 011010) ` (q3, $, 011010) ` (q3, A$, 11010) ` (q3, AA$, 1010)

` (q7, AA$, 010) ` (q7, A$, 10) ` (q7, $, 0) ` (q6, ε, ε) � acceptare.

• (q0, $, 010011) ` (q3, $, 010011) ` (q3, A$, 10011) ` (q3, AA$, 0011)

` (q4, AA$, 011) ` (q4, A$, 11) ` (q4, $, 1) ` (q6, ε, ε) � acceptare.
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14. Indicat, ii la lucr�arile practice

Pentru prima lucrare se recomand�a materialul s
,
i exemplele expuse

��n paragrafele 2, 3, 4. Pentru lucrarea 2 se recomand�a paragraful 7
s
,
i Tabelul 29, unde sunt prezentate c�ateva repere utile la realizarea
lucr�arii.

N
u
m
�a
ru
l

lu
cr
a
r�a
ri
i

P
ro
d
u
ct

,
ii

g
en
er
a
te

S
im

b
o
lu
ri

n
et
er
m
in
a
le

S
im

b
o
lu
ri

n
ep
ro
d
u
ct
iv
e

P
ro
d
u
ct

,
ii
d
u
p
�a

el
im

in
a
re
a

si
m
b
o
lu
ri
lo
r

n
ep
ro
d
u
ct
iv
e

Limbajul generat

1 19 13 9 5 L = {anban | n ≥ 1}
2 14 11 5 7 L = {abcan | n ≥ 2}
3 23 13 9 5 L = {bncn+1 | n ≥ 1}
4 22 16 11 6 L = {banban | n ≥ 1}
5 12 9 4 6 L = {aacan | n ≥ 1}
6 19 17 12 7 L = {a, adb, addb}
7 11 7 3 6 L = {am+nbm |m ≥ 1, n ≥ 0}
8 14 11 5 7 L = {dacdn | n ≥ 2}
9 23 19 13 7 L = {(abc)n | n ≥ 1}
10 15 9 4 8 L = {ambn | n ≥ m ≥ 1}
11 14 11 5 7 L = {bacbn | n ≥ 2}
12 12 9 4 6 L = {(ab)n | n ≥ 1}
13 13 11 4 10 L = {d2n{aab, dd} | n ≥ 0}
14 12 7 3 6 L = {ab{b, c}∗a}
15 12 9 4 6 L = {aabn | n ≥ 2}
16 21 16 10 8 L = {adnbn | n ≥ 0}
17 12 7 3 6 L = {ad{c, d}∗a}
18 12 9 4 6 L = {aabncc | n ≥ 0}
19 25 13 9 5 L = {anbcn+1 | n ≥ 1}
20 12 9 4 6 L = {bdncd | n ≥ 1}
21 12 7 3 6 L = {bd{c, d}∗a}
22 20 16 11 6 L = {an+1bn | n ≥ 1}
23 12 9 4 6 L = {adnca | n ≥ 1}
24 12 7 3 6 L = {ba{a, c}∗b}
25 20 16 11 6 L = {aab2n | n ≥ 0}

Figura 29: Indicat
,
ii la lucrarea practic�a num�arul 2
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Notat, ii s, i abrevieri

AF Automat �nit

AFD Automat �nit determinist

ASD Automat cu memorie stiv�a determinist

ASF Automat cu memorie stiv�a cu acceptare prin st�ari
�nale

ASV Automat cu memorie stiv�a cu acceptare prin stiv�a
vid�a

AS Automat cu memorie stiv�a

L(AS) Limbaj acceptat (recunoscut) de c�atre AS

GIC Gramatic�a independent�a de comtext

LIC Limbaj independent de comtext

L(G) Limbaj generat de c�atre gramatica G

L(GIC) Limbaj generat de c�atre gramatica GIC, limbaj
independent de context

LIFO Last-In-First-Out (ultimul-sosit-primul-plecat)

ci AS cj,
ci cj

AS trece direct din con�gurat
,
ia ci ��n con�gurat

,
ia

cj

ci
≤n

cj AS trece la k pas
,
i din con�gurat

,
ia ci ��n con�gura-

t
,
ia cj , 0 ≤ k ≤ n

ci
n cj,

ci
∗ cj

AS trece la n pas
,
i din con�gurat

,
ia ci ��n con�gura-

t
,
ia cj , n ≥ 0
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A
acceptare, 7, 15
algoritmul

AFAS, convertirea AF ��n AS echivalent, 39
ASG, convertirea AS ��n GIC echivalent�a, 30, 60
GAS, convertirea GIC ��n AS echivalent, 23
de convertire a AF ��n AS, 39
de convertire a ASF ��n ASV , 19, 51
de convertire a ASV ��n ASF , 84

analizor sintactic
ascendent, 10
descendent, 10

automat cu memorie stiv�a, 3
acceptare, 7
bloc de control, 7
cap de citire/��nregistrare, 7
con�gurat

,
ie, 54

cu acceptare prin st�ari �nale, 14
de�nit

,
ie, 9

determinist, 38
Forma Normal�a, FN , 30, 71
funct

,
ionare cu stiva vid�a, 21

mod de funct
,
ionare, 7

nedeterminist, 9
programarea AS, 45
reprezentare gra�c�a, 10
respingere, 7
schema, 7
tranzit

,
ie, 9

trece din con�gurat
,
iai ��n con�gurat

,
iaj, 13

trece direct din con�gurat
,
ia1 ��n con�gurat

,
ia2, 11

trece la n pas
,
i din con�gurat

,
ia1 ��n con�gurat

,
ia2, 13
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trece la un pas din con�gurat
,
ia1 ��n con�gurat

,
ia2, 11

automat cu memorie stiv�a
cu acceptare prin stiv�a vid�a, 15

automat �nit, 7

B
band�a de intrare, 7

C
Common Lisp, 45
con�gurat

,
ie, 11

de acceptare, 11

init
,
ial�a, 11

convertire
AF ��n AS echivalent, 39

AS ��n GIC echivalent�a, 30, 60

ASF ��n ASV echivalent, 19, 51

GIC ��n AS echivalent, 23

D
derivare st�ang�a, 23

E
echivalent

,
a

AS cu GIC, 23, 27

AS1 cu AS2, 18

F
funct

,
ia de tranzit

,
ie δ, 7, 9, 46

G
gramatici LR(k), 3

I
impas, 7
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L
lema rami�c�arii, 23, 26, 27
limbaj

LR = {xxR|x ∈ {a, b}∗, x 6= ε}, 18
Labb = {aibi | i ≥ 1} ∪ {aibibi | i ≥ 1}, 41
Labc = {aibici | i ≥ 1}, 43
Labcai = {abcai | i ≥ 1}, 32
Lab23 = {aibj |2i ≤ j ≤ 3i, i ≥ 0}, 54
Laibi = {aibi|i ≥ 0}, 24, 39
Lba1= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = na(x) + 1}, 69, 77
Lb2a= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = 2na(x)}, 70, 77
L[i] = {a([i)n]n | n ≥ 1}= {a[i], a[i[i]], a[i[i[i]]], . . .}, 43
Lb3a= {x|x ∈ {a, b}∗, nb(x) = 3na(x)}, 70, 78
L2ab3a= {x|x ∈ {a, b}∗, 2na(x) ≤ nb(x) ≤ 3na(x)}, 70, 78
Li2jk = {aib2jck|i ≥ k ≥ 1, j ≥ 1}, 46, 68
Lij = {aibj |i ≥ j ≥ 1}, 8, 20, 24
Li<>j= {x|x ∈ {a, b}∗, x = aibj , i ≥ 0, j ≥ 0, i 6= j}, 70, 85
Lnm= {x|x ∈ {a, b}∗, x = anbm, n ≥ 0, 2n ≤ m ≤ 3n}, 70, 80
L123 = {baibi|i ≥ 1} ∪ {bbaib2i|i ≥ 1} ∪ {bbbaib3i|i ≥ 1}, 71, 87
Lx1x2 = {x|x ∈ {a, b}∗, x = x1x2, nb(x1) > na(x1)}, 71, 94
Lxx = {xx | x ∈ {0, 1}∗}, 71, 95
L01 ={x|x ∈ {0, 1}∗, n0(x)=n1(x)}, 15
acceptat de AS, 15
pre�xat, 40
recunoscut de AS, 15

linearizarea AS, 48
LispIDE, 45

M
modelarea AS, 54

O
operat

,
ii atomare, 22

operat
,
ii cu stiva

pop, 5
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push, 5

P
palindrom, 32

pozit
,
ionarea tranzit

,
iilor, 55

programare funct
,
ional�a, 46

R
reprezentarea AS, 46
respingere, 7

S
simbol

inaccesibil, 32

neproductiv, 31

productiv, 31

stare
�nal�a, 9

geam�an�a, 42

init
,
ial�a, 9

stiv�a
element evident

,
iat, 6

modelul stivei, 4

modul de funct
,
ionare, 4

topul stivei, 5

T
teorema

ASG, echivalent
,
a AS s

,
i a GIC, 36

ASND, existent
,
a limbajelor independente de context

nedeterministe, 41

GAS, echivalent
,
a GIC s

,
i a AS, 26

tranzit
,
ie

ε-tranzit
,
ie, 9
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V
validarea AS, 47
vocabular

vocabularul de intrare, 9, 46
vocabularul stivei, 9, 46
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